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RÉSUMÉS  ANALYTIQUES. 


AVERTISSEMENT. 


L'expérience  de  l'enseignement  m'a  prouvé  qu'on  peut  simplifier 
encore  sur  plusieurs  points  l'étude  de  l'Analyse.  D'autre  part,  des 
recherches  approfondies  sur  différentes  branches  des  Sciences  mathé- 
matiques m'ont  conduit  à  des  résultats  nouveaux  et  à  de  nouvelles 
méthodes  qui  fournissent  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions 
diverses.  Déjà  quelques-unes  de  ces  méthodes  se  trouvent  indiquées 
dans  des  Notes  que  renferme  le  Bulletin  des  Sciences,  et  présentées 
avec  plus  d'étendue  dans  les  deux  Mémoires  lithographies  en  i83i 
et  i832.  En  attendant  que  je  puisse  donner  à  ces  matières  de  plus 
amples  développements  parla  publication  de  Traités  spéciaux,  ou  la 
reprise  des  Exercices  de  Mathématiques,  j'ai  pensé  qu'une  série  d'ar- 
ticles destinés  à  offrir  le  résumé  des  théories  les  plus  importantes  de 
l'Analyse,  soit  anciennes,  soit  nouvelles,  particulièrement  des  théories 
qu'embrasse  l'Analyse  algébrique  et  des  méthodes  qui  en  rendent 
l'exposition  plus  facile,  pourrait  intéresser  les  géomètres  et  ceux  qui 
s'adonnent  à  la  culture  des  Sciences.  Tel  est  le  but  que  je  me  propose 
dans  le  présent  Ouvrage,  qui  paraîtra  par  cahiers  à  des  époques  plus 
ou  moins  rapprochées  les  unes  des  autres,  suivant  le  plus  ou  moins 
de  temps  que  les  circonstances  me  permettront  d'y  consacrer. 
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§  I .   —  Sur  les  nombres  égarés. 

Désignons  par  {m)^  le  nombre  des  produits  qu'on  peut  former  avec 
m  lettres  a,  b,  c,  ...  combinées  nlà  n.  Parmi  ces  produits,  le  nombre 
de  ceux  qui  renfermeront  la  lettre  a  sera  évidemment 

(m  — i)„_i, 

et  le  nombre  de  ceux  qui  renfermeront  seulement  les  m  —  \  autres 

lettres  b,  c,  ...  sera 

(m  — i),j. 

On  aura  donc 

(i)  (m)„=  (m  — i)„+(/n  — i)„_i. 

De  plus,  si  l'on  forme  :  i°  les  produits  qui  renferment  la  lettre  a  et 
dont  le  nombre  est  (m  —  i)^_,  ;  2°  les  produits  qui  renferment  la 
lettre  b  et  dont  le  nombre  est  encore  (^m  —  i)„_,,  ...,  on  obtiendra 
en  tout 

produits.  Mais,  en  opérant  de  cette  manière,  on  obtiendra  n  fois 
chaque  produit;  car,  si  /i  =  3,  par  exemple,  le  produit  abc  sera  com- 
pris, et  parmi  ceux  qui  renferment  la  lettre  a,  et  parmi  ceux  qui  ren- 
ferment la  lettre  b,  et  parmi  ceux  qui  renferment  la  lettre  c.  Donc 

(2)  ^rtx)^——{m  —  \)^_^. 

Observons  enfin  qu'on  aura  évidemment 

(3)  {m)iz=m, 

et  que,  à  chaque  produit  formé  avec  n  lettres  prises  dans  la. suite  a, 
h,  c,  ...,  correspond  un  seul  produit  formé  avec  les  m  —  n  lettres 
restantes;  d'où  il  suit  qu'on  trouvera  généralement 

(4)  (m)„=(m),„_„. 

Si  au  nombre  m,  qui  doit  toujours  être  égal  ou  supérieur  à  n,  on 
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attribue  successivemont  les  valeurs 

/<,     n  -\-  \ ,     n  -\-  2,      . .  ., 

l'expression  {m)^  engendrera  la  suite  des  nombres 

{n)„=\,         (n  +  i)„=(/î +i)i=«-i-i,  (/i-+-2)„,  (,i  +  3)^, 

qu'on  appelle  les  nomhTQS figurés  de  l'ordre  n.  Ceux  du  premier  ordre 
seront,  en  vertu  de  la  formule  (3),  les  nombres  naturels 

I,     2,     3,     4,     ...; 

et  généralement  ceux  du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,  etc. 
composeront  la  seconde,  la  troisième,  la  quatrième,  ...  ligne  hori- 
zontale du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  savoir 


I, 


I,         I, 


I,         I, 


ou 


(2), 


2, 


(3)„     (4)i,     (5)„     (6)„  (7)., 

(3)2,     (4)2,     (5)2,     (6)2,  (7)2, 

I,        (4)3,     (5)3,     (6)3,  (7)3, 

I,        (5)4,     (6)4,  (7);, 

I,        (6)5,  (7)5, 

I,  (7)6, 


3, 
3, 


4, 
6, 
4, 


5, 
10, 
10, 

5, 


6, 
i5, 

i5, 

6, 


7> 
21, 
35, 
35, 
21, 

7» 


(8)„ 
(8)2, 
(8)3, 
(8)4, 
(8)5, 

(8)6, 

(8):, 

I, 

I, 

8. 
28, 
56, 

56, 

28, 
8, 


s  égaux  a 


Dans  ce  Tableau,  les  termes  de  la  première  suite  sont  tou: 
l'unité.  De  plus,  le  premier  terme  de  chaque  nouvelle  suite,  équi- 
valent lui-même  à  l'unité,  est  avancé  d'un  rang  vers  la  droite  par 
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rapport  au  premier  terme  de  la  suite  précédente;  et  chaque  nou- 
veau terme  d'une  suite  quelconque  est,  en  vertu  de  la  formule  (i), 
la  somme  qu'on  obtient  lorsqu'on  ajoute  au  terme  précédent  de  la 
même  suite  le  nombre  qui  se  trouve  immédiatement  au-dessus.  11 
en  résulte  que  le  «'^™^  terme  de  la  suite  des  nombres  figurés  de 
l'ordre  m  +  i  est  la  somme  des  n  premiers  nombres  figurés  de 
l'ordre  m.  On  a  donc 

(5)        1  +  (/«  +  !),„+  {m-{-  2)„, +  ...+  (m  +  n  —  J)m={m-i-fi)„^^i. 

Au  reste,  la  formule  (5)  peut  être  déduite  immédiatement  de  la  for- 
mule (i). 

De  la  formule  (2)  on  tire  successivement 

et,  par  suite, 

,  ^ ,  ,     ^         mm  —  1  7)1  —  2         m  —  (  /*  —  i  ) 

(d)  (m),^^=  —  ■ . . . ^ 

n    n  —  I    n  —  2  n  —  {n  —  j ) 

7n(m  ~  }) .  .  .(fn  —  n  -\-  j) 


OU 

(7)  {m)n  = 


I . 2 ...  « 


Cela  posé,  la  formule  (5)  donnera 

(m  +  i)(mH-2) 
I  4-  (m  +  i)  H-  ^ — '- 

1.2 

(8)  : 

n{n  -h\). .  .(n-h  m  —  i)  __  n(n  +  i) .  .  .(n -h  m) 
i  .2.  .  .m  1 .  2 .  . . ( m  -h  1  ) 

Ainsi,  en  particulier, 

/    \  9  n  (  /i  H- 1  ) 

(g)  I  +  2  -1-3  +. . .+  rt  —  ' 


(lo)  i-h  3  4-6+.  .  .4- 


2 
2  ""  2.3 


(II)     I    I    4    1    10    1  ...   1    n('^^^)(^-^'^)  ^n(n-^i)in-^-2){7i  +  3) 

2.3  2.3.4 
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En  vortu  de  l'équation  (9),  les  sommes  des  n  premiers  termes  des 
progressions  arithmétiques 

O,      I,     2,     3,      ...,     («  — i), 
a,     a  +  b,     a  +  2b,      ...,     a4-(«  — 1)6 


seront  respectivement 


(12) 
et 


o  -+- 1  H-  2  +.  .  .4-  (n  —  i) 


n{n  —  I  ) 


(15)     «a  +  [  I  4-  2  +  .  .  .  +  (  n  —  I  ) J  o  =  /trt  M o  =  n 


{n-i) 


^^- 


Le  second  membre  de  la  formule  (12)  ou  (i3)  est  le  produit  d(^  n  par 
la  demi-somme  du  premier  et  du  dernier  terme  de  la  progression  que 
l'on  considère. 

Si  l'on  indique  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  suite  par  la 
lettre  S  placée  devant  le  /^""'^  terme,  les  équations  (9),  (10),  (11) 
pourront  s'écrire  comme  il  suit 


S(«)=: 


/l  (  /i  +  I  ) 


('4) 


V  n{n  +  1)1  _n(/H-i)(n  +  2) 
L        2        J  ~  ^73 

^T3  J  ~  ^7374 


et  l'on  en  conclura 


(,5) 


S(n)  = 


S[n(«  4-1)] 


S[/i(«  4-  i)(n  +  2)]  = 


n  (  ?i  4-- 

i) 

2 

/«  (  n  4-  I  )  (  «  4-  2  ) 

3 

n{n  -h\ 

Mn-^ 

-2)(/i 

4- 

3) 

Si  des  boulets  de  même  diamètre  sont  distribués,  dans  plusieurs 


(■) 
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couches  superposées,  de  manière  à  figurer  une  pyramide  triangulaire, 
et  dans  chaque  couche  sur  plusieurs  files  parallèles,  de  manière  à 
figurer  un  triangle  équilatéral,  le  nombre  des  boulets  compris  dans 
une  couche  triangulaire,  ou  dans  la  pyramide,  se  trouvera  déterminé 
par  la  formule  (9)  ou  (10),  et  sera  ce  qu'on  nomme  un  nombre  trian- 
gulaire ou  un  nombre  pyramidal.  Donc  les  nombres  triangulaires  et 
pyramidaux  se  confondent  avec  les  nombres  figurés  du  second  et  du 
troisième  ordre. 

§  II.  —  Développement  du  produit  de  plusieurs  binômes,  ou  d'une  puis- 
sance entière  et  positive  de  l'un  d'entre  eux;  théorème  de  Fermât  sur 
les  nombres  premiers. 

Considérons  m  binômes  diff'érents  de  la  forme 

X -\- a,     X  +  b,     X -^  c,      .... 

En  les  multipliant  l'un  par  l'autre,  on  aura 

{x  +  a)  {x -h  b){x -^  c) .  .  . 

=1  x"^  -h  {a  +  b  ^  c  -h .  .  .)^'"-'  +  (a6  +  ac  +  .  .  .+  6c  +  .  .  .)x"^-'^-\-  . . .  +  abc.  .  .  ; 

de  plus,  en  posant 

a=z  b  =:  C  :=.  .  ., 

on  trouvera 

a  -h  b  -h  c  -\-.  .  .z=:  ma  =  (m),  a, 

«6  +  ac  +  . .  .  4- 6c  + .  .  .  =  (  w  )2  a^, 


abc. .  .r=.  a'". 
Donc,  par  suite, 

(2)  (jr  +  aY'  —  x"'+  (m)ia^"»-'+  {m)^  a^ x''"-^ ^ .  .  .  +  «"'. 

Dans  le  second  membre  de  l'équation  (2),  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x  et  de  a,  savoir 

(3)  ,        I,     (m)i,     (m)2,      ...,     (m)2,     (m),,     i, 

sont  précisément  les  nombres  qui  composent  la  (m  -h  i)'^""''  colonne 
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verticale  du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  et  le  coetFicient  de 

est 

(4)  {rn)„—{m)„i_n 

OU,  en  vertu  de  la  formule  (7)  du  §  I, 

m  {m  —  \). .  .{ni  —  /î  +  i  )        jn(m  —  i  )...(/«  +  i  ) 


(5) 


1 . 2 . . .  (  //i  —  /i  ) 


On  peut  s'assurer  que  les  fractions  contenues  dans  les  deux  membres 
de  la  formule  (5)  sont  égales  en  les  réduisant  au  même  dénomina- 
teur. 

Si  l'on  pose  successivement 

m  rr:  2,  m  =:  3,  m  =r  4,  m  =  5,  ..., 

on  trouvera,  en  prenant  pour  coefficients  les  divers  termes  des  co- 
lonnes verticales  du  triangle  arithmétique, 

{x -{- ay^r:  x^ -\- lax  -i- a^, 

{x -^- ay^=^  x^-\- Zax^-^    Za^x  +  a', 

(^  +  a)*z±  ^*4- 4«^'+   ÇiaP-x^-\-   [\a}x-\-a!*, 

(  J7  +  a)"=  j:;^+  5a.3;*+  lOrt^^'-H  loa'.z'-H-  5a*J7  -+-  «•% 

Lorsque  dans  la  formule  (2)  on  pose  «  =  i,  elle  donne 

(6)  (^  +  i)'«=z^'«+  (/?i)i^'«-«+  (m)2^'"-2  +  . .  .+  I. 
Si  l'on  fait  de  plus  a?  =  i,  on  trouvera 

(7)  2'«=n-  (m),+  (m)2  +  .  ..+  (w)2-+-  (^Oi+  '• 

Donc  les  divers  coefficients,  dont  le  nombre  est  m  +  \,  fournissent 
une  somme  égale  à  2'".  Lorsque  m  est  un  nombre  premier,  tous  les 
termes  de  la  suite  contenue  dans  le  second  membre  de  la  formule  (7) 
sont,  à  l'exception  du  premier  et  du  dernier,  des  multiples  de  m.  Donc 
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alors  2"*  divisé  par  m  donne  2  pour  reste.  Dans  le  même  cas,  n  étant 
un  nombre  entier  quelconque, 

(n  +  i)'" 

divisé  par  m  donne,  en  vertu  de  la  formule  (6),  le  même  reste  que 
n'"H-  I,  et  par  suite 

(/i-m)'"— («  +  i) 

donne  le  même  reste  que 

f)onc  2'"—  2  étant  divisible  par  m,  on  pourra  en  dire  autant  de  3'"—  3, 
puis  de  4"'  —  4»  •  •  •»  et  généralement  de 

n'"^  —  n  =  n  («'"-*  — 1). 

Donc,  si  n  n'est  pas  divisible  par  le  nombre  premier  m,  n'"'^  divisé 
par  m  donnera  l'unité  pour  reste,  ce  qui  constitue  le  théorème  de 
Fermât  sur  les  nombres  premiers. 

Lorsque  dans  l'équation  (i)  on  remplace  «,  ^,  c,  ...  par  —  «, — b, 
—  c,  . . .,  on  en  tire 

(8)     {a;  —  a){a:  —  b){cc  —  c)...  =  x"'-h  A,^'""^  4-  X,,^""^-^-  •  •  +  A„„ 

les  valeurs  de  A,,  Ao,  . . .,  A,;^  étant 

!Âi  —  —  («+  Z>  +  c  +  . . .), 
A,  =  ab  -{-  ac  -\- .  .  .  -h  hc  -\- . . . , 

A,„=::  (—  i)"^abc. .  .  =  ±  abc 

§  in.  —  Des  variables  et  des  fonctions  en  général,  et,  en  particulier,  des 
fonctions  entières  d'une  seule  variable.  Relations  qui  existent  entre  les 
coefficients  des  puissances  entières  et  positives  d'un  binôme. 

On  nomme  quantité  t^ana^/e  celle  que  l'on  considère  comme  devant 
recevoir  successivement  plusieurs  valeurs  différentes  les  unes  des 
autres.  On  appelle,  au  contraire,  quantité  constante  toute  quantité  qui 
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reçoit  une  valeur  fixe  et  déterminée.  Lorsque  les  valeurs  successive- 
ment attribuées  à  une  même  variable  s'approchent  indéfiniment  d'une 
valeur  fixe,  de  manière  à  finir  par  en  différer  aussi  peu  que  l'on 
voudra,  cette  dernière  est  appelée  la  limite  de  toutes  les  autres.  Ainsi, 
par  exemple,  la  surface  du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  conver- 
gent les  surfaces  des  polygones  réguliers  inscrits,  tandis  que  le 
nombre  de  leurs  côtés  croît  de  plus  en  plus,  etc. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
décroissent  indéfiniment,  de  manière  à  s'abaisser  au-dessous  de  tout 
nombre  donné,  cette  variable  devient  ce  qu'on  nomme  un  infiniment 
petit,  ou  une  quantité  infiniment  petite.  Une  variable  de  cette  espèce  a 
zéro  pour  limite. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
croissent  de  plus  en  plus,  de  manière  à  s'élever  au-dessus  de  tout 
nombre  donné,  on  dit  que  cette  variable  a  pour  limite  Xinjini  positif, 
,  indiqué  par  le  signe  oc,  s'il  s'agit  d'une  variable  positive,  et  Vinfini 
négatif,  indiqué  par  la  notation  —  oo,  s'il  s'agit  d'une  variable  néga- 
tive. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles  que, 
la  valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée,  on  puisse  en  conclure  les  va- 
leurs de  toutes  les  autres,  on  conçoit  d'ordinaire  ces  diverses  quan- 
tités exprimées  au  moyen  de  l'une  d'entre  elles,  qui  prend  alors  lo 
nom  de  variable  indépendante,  et  les  autres  quantités,  exprimées  au 
moyen  de  la  variable  indépendante,  sont  ce  qu'on  appelle  des  fonc- 
tions de  cette  variable. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles  que, 
les  valeurs  de  quelques-unes  d'entre  elles  étant  données,  on  puisse  en 
conclure  les  valeurs  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  quan- 
tités exprimées  au  moyen  de  plusieurs  d'entre  elles,  qui  prennent 
alors  le  nom  de  variables  indépendantes,  et  les  quantités  restantes, 
exprimées  au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce  qu'on 
appelle  de'!',  fonctions  de  ces  mêmes  variables. 

Les  diverses  expressions  que  fournissent  l'Algèbre  et  la  Trigono- 

OEnvres  fie  C.  -    S.  Il,   l.  X.  3 
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métrie,  lorsqu'elles  renferment  des  variables  considérées  comme  in- 
dépendantes, sont  autant  de  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  Ainsi, 

par  exemple, 

ax,     x'",     A-^,     hx, 

sont  des  fonctions  de  la  variable  x\ 

x-+-y,     xy,     xyz,      ... 

sont  des  fonctions  des  variables  x,  y  on  x,  y  f^X  z,  .... 

Lorsque  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  se  trouvent, 
comme  dans  les  exemples  précédents,  immédiatement  exprimées  au 
moyen  de  ces  mêmes  variables,  elles  sont  nommë^'è  fonctions  expli- 
cites. Mais,  lorsqu'on  donne  seulement  les  relations  entre  les  fonctions 
et  les  variables,  c'est-à-dire  les  équations  auxquelles  ces  quantités 
doivent  satisfaire,  tant  que  ces  équations  ne  sont  pas  résolues  algé- 
briquement, les  fonctions,  n'étant  pas  exprimées  immédiatement  au 
moyen  des  variables,  sont  appelées  fonctions  implicites.  Pour  les  rendre 
explicites,  il  suffit  de  résoudre,  lorsque  cela  se  peut,  les  équations  qui 
les  déterminent.  Par  exemple,  soit  y  une  fonction  implicite  de  x  dé- 
terminée par  l'équation 

hy  =  x. 

Si  l'on  nomme  A  la  base  du  système  de  logarithmes  que  l'on  consi- 
dère, la  même  fonction  devenue  explicite  par  la  résolution  de  l'équa- 
tion donnée  sera 

Soit  maintenant  j  une  fonction  de  x,  qui,  pour  chaque  valeur  de  x 
intermédiaire  entre  deux  limites  données,  admette  constamment  une 
valeur  unique  et  finie.  La  fonction  y  sera  continue  par  rapport  à  x 
entre  les  limites  données,  si  entre  ces  limites  un  accroissement  infiniment 
petit  de  la  variable  x  produit  toujours  un  accroissement  infiniment  petit 
de  la  fonction  elle-même.  On  dit  encore  que  la  fonction  y  est,  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la  variable  x,  fonction 
continue  de  cette  variable,  toutes  les  fois  qu'elle  est  continue  entre 
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deux  limites  de  x,  même  très  rapprochées,  qui  renferuienl  la  valeur 
dont  il  s'agif. 

Enfin,  lorsqu'une  (onction  cesse  d'être  continue  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  particulière  de  la  variable  ce,  on  dit  qu'elle  devient  alors 
discontinue,  et  qu'il  y  a,  pour  cette  valeur  particulière,  solution  de  con- 
tinuité. 

D'après  ces  définitions,  A  étant  un  nombre  et  a  une  quantité  con- 
stante, chacune  des  fonctions 

a  +  jc,     a  —  X,     ax,      —,      ,r%     A-^,      hx 

X 

sera  continue  dans  le  voisinage  d'une  valeur  finie  attribuée  à  la  va- 
riable X,  si  cette  valeur  se  trouve  comprise,  pour  les  fonctions 

a  +  ./',     a  —  X,     a.v,     A-^, 

entre  les  limites  œ  =  -  rtz,  x  :^  œ;  pour  la  fonction 

a 

X 

entre  les  limites  x  =  —  ^,  x  -  o,  ou  bien  entre  les  limites  x  =  o, 
X  =  x>;  enfin,  pour  les  fonctions 

entre  les  limites  x  =  v>,  x  =^ -c.  La  fonction  -  devient  discontinue 

X 

pour  X  =  o. 

11  semble  qu'on  devrait  nommer  fonctions  algébriques  toutes  celles 
que  fournissent  les  opérations  de  Tx^lgèbre.  Mais  on  a  réservé  particu- 
lièrement ce  nom  à  celles  que  l'on  forme  en  n'employant  que  les  pre- 
mières opérations  algébriques,  savoir  l'addition  et  la  soustraction,  la 
multiplication  et  la  division,  enfin  l'élévation  à  des  puissances  fixes; 
et,  dès  qu'une  fonction  renferme  des  exposants  variables  ou  des  loga- 
rithmes, elle  prend  b^  nom  de  /onction  exponentielle  ou  logarithmique. 

Les  fonctions  qu<'  l'on  nomme  algébriques  se  divisent  en  fonctions 
rationnelles  et  fonctions  irrationnelles.  Les  fonctions  rationnelles  sont 
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celles  dans  lesquelles  la  variable  ne  se  trouve  élevée  qu'à  des  puis- 
sances entières.  On  appelle,  en  particulier,  fonction  entière  tout  poly- 
nôme qui  ne  renferme  que  dçs  puissances  entières  de  la  variable,  et 
fonction  fractionnaire  ou  fraction  rationnelle  le  quotient  de  deux  sem- 
blables polynômes.  Le  degré  d'une  fonction  entière  est  l'exposant  de 
la  plus  haute  puissance  de  x  dans  cette  même  fonction.  La  fonction 
entière  du  premier  degré  s'appelle  ^xx'^^x  fonction  linéaire,  parce  que 
dans  l'application  à  la  Géométrie  on  s'en  sert  pour  représenter  l'or- 
donnée d'une  ligne  droite.  Toute  fonction  entière  ou  fractionnaire  est 
par  cela  même  rationnelle,  et  toute  autre  espèce  de  fonctions  algé- 
briques est  irrationnelle. 

Les  définitions  précédentes  étant  admises,  considérons  une  fonction 
entière  de  x  du  degré  m,  c'est-à-dire  un  polynôme  de  la  forme 

(i)  P  =  k^x'"  -h  A,^'"-'  -+-...+  A,„_,^  +  A,„. 

Si,  dans  ce  polynôme,  on  pose  £c  =  «  +  ^,  il  se  changera  en  une  fonc- 
tion entière  de  z,  de  sorte  qu'on  aura,  quel  que  soit  Zy 

'      Ao^'"  + A,^'"-'-+-A2^'"^^  +  .  ..4- A,„_i^H- A,„ 
=  Co3'«  +Ci:;'"-'  4-C2-'"-'''  +...+  C,„-i-  -hC„„ 

et,  par  conséquent,  quel  que  soit  x, 

(  Ao^"'H- Ai^"'-'  + A2.37'"--  +  . . .  + A,„_i^+  Â,„ 

!       =  Co(^  -  «)'"+  C,  (x  -  «)'"-'  4-  C,{a;  -  a)'«-2  +  .  .  .4-  C„,_,  (^  -  a)  +  C„„ 

le  coefficient  C»  étant  précisément  égal  à  A^.  Donc  tout  polynôme  or- 
donné suivant  les  puissances  descendantes  et  entières  de  x  peut  être 
transformé  en  un  autre  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances 
descendantes  et  entières  de  x  —  a. 

Lorsque  le  polynôme  (i)  est  algébriquement  divisible  par  un  facteur 
du  premier  degré  et  de  la  forme  x  —  a,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

P  =  Ao^'«+  Ai^'"-i  + . . .  +  A,n-i^  +  k„,=  {x  —a)Q, 

Q  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  du  degré  m  —  i,  il  est  clair 
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que  ce  polynôme  s'évanouit  pour  oc  =  a\  en  d'autres  termes,  x-^a  est 
une  racine  de  l'équation 

(3)  Ao^"'+ Ai.z-'"-'  +  . . .  + A„,_,^H- A,„  =  o. 

Réciproquement,  lorsque  a  est  une  racine  de  l'équation  (3),  C,„  se 
réduit  nécessairement  à  zéro  dans  le  second  membre  de  la  formule  (2), 
et  cette  formule  donne 

(  Ao^'"+ Aia-'«-'  +  .. .+ A,„_,jc  + A;„ 

i       =(a^-a)[Co(^-«)'"-'-+-C,(^-a)"'-2  +  . ..-+-(:,„_,]; 

donc  alors  le  polynôme  (i)  est  divisible  par  x  —  a,  on  est  de  la  forme 

(5)  P  =  (^-a)Q. 

Si  b  désigne  une  seconde  racine  de  l'équation  (3),  b  étant  différent 
de  a,  alors  en  posant  x  =  b  on  fera  évanouir  le  produit  V  =^{x  —  a)Q 
et  par  conséquent  le  polynôme  Q,  puisque  x  —  a  ne  s'évanouira  pas 
pour  ^  =  ^.  On  aura  donc  encore 

Q  — (^-  6)R 
et,  par  suite, 

R  désignant  un  polynôme  du  degré  m  —  1.  En  continuant  ainsi,  on 
prouvera  que,  si  l'équation  (3)  admet  m  racines  distinctes 

a,     h,     c,      ..., 

le  polynôme  P  sera  le  produit  des  facteurs 

X  —  a,     X  -     h,     X  —  c,     .  .  .  • 

par  une  fonction  entière  du  degré  zéro,  c'est-à-dire  par  un  coefticient 
constant  qui  ne  pourra  différer  de  A»;  en  sorte  qu'on  aura 

(6)  P  — A„(.r -a)(j?  — ^')(J7  — c).... 
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Donc  alors  l'équation  (3)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(7)  k^{x —  a){x -~b){œ  —  c)..  .  .--o. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (7)  ne  pouvant  s'évanouir  qu'avec 

l'un  des  facteurs 

X  —  a,     X  —  b,     X  • —  c,      .  .  . , 

il  en  résulte  que  l'équation  (3)  du  degré  m  ne  saurait  admettre  plus 
de  m  racines  distinctes. 
Soit  maintenant 

(8)  Box'"  +  B,^'"-'  + .  .  .  +  B,„ _,.r  -+-  B,„ 

une  nouvelle  fonction  entière  de  x  d'un  degré  ou  égal  ou  inférieur 
à  m,  Bo  pouvant  être  nul.  Si  cette  nouvelle  fonction  devient  égale  à  la 
première  pour  plus  de  m  valeurs  distinctes  de  x,  on  aura  nécessaire-, 
ment 

Bo=Ao,         B,  =  A,,         ...,         B,„^A„,. 

Car,  dans  le  cas  contraire,  la  différence  entre  les  fonctions  (i)  et  (8) 
se  réduisant  à  zéro,  pour  plus  de  m  valeurs  distinctes  de  x,  l'équation 

(  Ao-  B„)  J7'«  +  (A,  -  B,)  J7'"--'  4-. .  .  +  A„,_,  -  B,„_,  :=  o 

serait  une  équation  du  degré  m  qui  admettrait  plus  de  m  racines,  ce 
qui  est  absurde.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x  deviennent 
égales  pour  un  nombre  de  valeurs  de  cette  variable  supérieur  au  degré  de 
chacune  de  ces  fonctions,  les  coefficients  des  puissances  semblables  de  x 
seront  les  mêmes  dans  les  deux  fonctions  dont  il  s'agit. 

On  en  déduit  comme  corollaires  ces  autres  théorèmes  : 

Théorème  II.  —  Dans  deux  fonctions  entières  de  x,  les  coefficients  des 
puissances  semblables  de  x  sont  les  mêmes,  lorsque  ces  deux  fonctions 
sont  égales,  quel  que  soit  x. 

Théorème  111.  —  Dans  deux  fonctions  entières  de  x,  les  coefficients  des 
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puissances  semblables  de  x  sont  les  mêmes,  lorsque  ces  fondions  deviennent 
égales  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  la  variable  x  ou  même  pour  toutes 
les  valeurs  entières  qui  surpassent  une  limite  donnée. 

ÏIIÉORKME  IV.  —  Dans  deux  fonctions  entières  de  plusieurs  variables  x, 
y,  z,  . . . ,  les  coefficients  des  produits  des  puissances  semblables  de  x,  y, 
::,  ...  sont  les  mêmes,  lorsque  ces  fonctions  deviennent  égales  pour  des 
valeurs  quelconques  des  variables. 

ïiiÉORKME  V.  —  Si  deux  fonctions  entières  de  plusieurs  variables  r,  y, 
z,  . . .  deviennent  égales  pour  des  valeurs  entières  quelconques  de  x,  y, 
z,  . . .  ou  même  pour  toutes  les  valeurs  entières  qui  surpassent  des  limites 
données,  les  produits  des  puissances  semblables  de  x,  y,  z,  ...  offriront 
les  mêmes  coefjicients  dans  ces  deux  fonctions  qui,  par  suite,  seront  iden- 
tiquement égales,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  x,  y,  z,  .... 

Pour  montrer  une  application  de  ces  théorèmes,  multiplions  l'une 
par  l'autre  les  deux  fonctions  entières 

(i  -^^)'  —  1  +  (/),.r  +  (  /).j;2  +  .  .  .4-  (  0/-~i  ■^'■"'  +-2"', 

k,  l  étant  deux  nombres  entiers  quelconques.  On  trouvera  pour  pro- 
duit, en  faisant,  pour  abréger,  k  +  l  —  n, 

(9)  (l  +  X)«=  l  -t-  Aid7  +  A.2J?*  +  .  .  .  +  A„-ia7"-'4-  J7'', 

le  coefBcient  de  ^"'  étant,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (9), 

(10)  A„,=  (/t)„,+  (A-),„_,  (/), 4-  (^),„_,  (/),  +  ...-+-  (>),  (/),„_,+  (/)„,. 

D'ailleurs  on  aura  encore 

(il)  (n- j;)"=ri  -H  (n),^  -H  (/j)2a;--f-.  .  .+  (/i)„_,  j:"-' -+- J7", 

le  coefficient  de  x'",  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i  i),  étant 

{n)„,~{k  +  l),„; 
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et,  puisque,  en  vertu  du  théorème  II,  les  coefficients  de  x'"  dans  les 
seconds  membres  des  formules  (9)  et  (11)  devront  être  égaux  entre 
eux,  on  aura  nécessairement 

(12)  (k  +  l)„^  {k),„-\-  {k),,_,{l),  +  .  .  .^  {k),{l),n-^+  {l),n, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

{ k  +  l)  {k  +  l  -~  i) . . .( k  -h  l ~  m  -Y-  \) 
1 .2.  .  .m 

_  k(k~i)..  . {k  —  m  +  i)        Â^( A-  —  I V  .  . ( A-  —  m  +  2 )   / 

1 . 2 ...  m  i  .2.  .  .{m  —  1  )  I 

k(k  —  f)...(k  —  m  +  5)l(l—i) 

(  1 3  )    ^  1 . 2 . . .  (  m  —  2  )  1.2 

+ 

k{k  —  i)  /(/  — !)...(/  — m  +  3) 

4-  ■ ^ 

1.2  I  .  2  .  .  .  (  /?i  —  2  ) 

^  ^  ^(^  — i)---(^— ^  +  2)  ^  l(l  —  \)...(l  —  m-hi) 
I  1 .  2  .  .  .  (  w  —  I )  '  1 .9..  .  .m 

Enfin,  cette  dernière  formule,  devant  subsister  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  k  et  de  /qui  surpassent  le  nombre  m,  continuera  de  sub- 
sister, en  vertu  du  théorème  V,  quand  on  y  remplacera  les  nombres 
entiers  k,  /par  des  quantités  quelconques  x,  y.  On  aura  donc,  quels 
que  soient  ^  ety, 

/  (^  +.r)  (.37  -+-y  --  0.  ■  .(.^'  +.y  —  m  +  i) 
i  .2.  .  .m. 

_^  x{x  —  \).  .  .{x  —  m  H-  0        .r  (  ^  —  F  ) .  .  .  (  ,r  —  m  +  2  1  y 
X .  2 ...  m  \  .2.  .  .{m  -—  \)  1 

x{x  —  i). .  .(or  — /w  4- 3)  ,r(y  — i) 
( 1 4 )    '  1 . 2 . .  .  ( m  —  2 )  1.2 

4- 

.37  (.3;  —  i)  j  (y  —  T  ) .  .  .  (  y  —  m  H- 3  ) 


+ 


1.2  1.2...  (/n  —  2) 

^  .r(/  — 0- • -(r  — 'w  4- 2)      .r(.r  —  O- •  •(/  — "î  H- 0 


I  1 .  2 .  .  .  (  /?i  —  I  )  1 .  2 .  .  .  //^ 

Si,  dans  la  formule  (i4)'  0»  remplace  x  par  —  j:  et  y  par  —  j,  ou 
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bien  encore  j  par  —y,  sans  remplacer  en  même  temps  x  par  —  x,  on 
obtiendra  les  suivantes  : 


(,5) 


( :c  -h y)  {.X  ^  y  -h  i) . .  . (^  -^ y  -^  rn  —  i) 


1 . 2 ...  m 

a:{a;  -+- 1).  .  .{x  -h  m  —  i)        a?(^ -f- 1). .  .(^  h- m  —  2)  y 
i  .2.  .  .m  1.2.  .  .(m  —  i)  I 

1.2. ..(m  —  2)  J.2 

.37(j?H-  i)  r(j  +  i). .  .(7  H- m  — 3) 

1.2  1 .  2  .  .  .  (  ;?i  —  2  ) 

•^  jC.y  +  0- • -(.x-t- ^ï  —  2)      _r(j  +  0. .  .(.r  +  w  — i) 


+ 


I  .  2 .  .  .  (  W  —  I  ) 


1 .2.  .  .m 


(.6) 


(.37  — .r)(^  — y  —  i)...(^  — y  —  m  -h  1) 


i  .2.  .  .m 

x{x  —  i)...(^  —  m  +  i)        x{x  —  \).  .  .{x  —  m  -\-  2)  y 
i  .2  ...  m  i .  2  .  .  .{m  —  I  )  I 

x{x  —  i). .  .{x  —;  m  -i-  3)    y(r  +  i) 

-I . : ^ h  .  .  . 

1 . 2 .  .  .  (  m  —  2)  1.2 

_^  x(x—  \)  y{y  +  1).  ■  .(74-  m  — 3) 
1.2  1 . 2 . .  .  (  /?i  —  2  ) 

_  .37  .r(.r +  1). .  .{y-]- m  —  2)        y(j4-i) . , .  (y  4_  ;w_  ,) 


1 .2.  .  .{m  —  I j 


1 .2 ...  m 


Si  maintenant  on  pose,  dans  la  formule  (16),  x  =  m,  elle  donnera 


my 


1.2  1.2 

m{m  —  \)   y(y  +  j)...(jH-m  —  3) 


(•7) 


1.2  r.2...(/?i  —  2) 

_  ^j  7(7  +  0-  •■(r  +  m  — 2)  _^  7(7  +  1) . .  .(7-1-m  —  1) 
1 . 2 . , .  (  /w  —  I  )  1 . 2 .  . .  /?i 

(^— 7)(^  — I— 7)---(i— 7). 
1 .2. .  ./n  ' 


puis  on  conclura  de  cette  dernière  :  i**  en  prenant  pour  j  un  nombre 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  X.  4 
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entier  n  qui  fasse  partie  de  la  suite  i,  2,  3,  . . . ,  m, 

i  m{m  —  ^) 

l  I  — m(/i)iM {n  +  1)2  — ..  . 

/      ± (n  +  m  — 3),„_2=p/w(/^^-/7^  — 2),„_i±(n  +  m  — i),„=o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

/  m{m  —  \) 

('9)    1  /  X  ''^ 

f      ± (/i+w  — 3)„_,rpm(«  4-m  —  2)„_i±:  (Ai  +  m  — i)„_,  =  o; 

1^  en  posan  t  jk  =  m  +  r , 

I  —  m(m  +  i)„,-| ^ {m  -+-  2)„,  — .  .  . 

(20)    \ 

±  (2/?2  —  i),n^in{2jn  —  i)„i±  {'2m),n  —  ±.  l. 

§  IV.  —  Résolutions  de  plusieurs  équations  simultanées  du  premier  degré. 
Soient  données  entre  n  inconnues 

X,     y,     z,      ...,     u,     ç 

n  équations  du  premier  degré  de  la  forme 

/  a^x      -i- boy      +Co-      +...+  ,^0"      +/io<'      =^0, 

(1)  \    «2^         +^2/         +C,3         +...  +  ^2^         -\-  h^V         =  A'2» 


^„_i  étant  des  quantités  quelconques.  Si  l'on  combine  entre  elles,  par 
voie  d'addition,  les  formules  (i)  respectivement  multipliées  par  les 
facteurs 

(2.)  A/i_i,      A„_2,     A,j_3,      •••,      Al,     Aq, 
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on  en  conclura 

et,  par  suite, 


(3)  ce 


X 
P 


pourvu  que,  après  avoir  choisi  ces  facteurs  de  manière  à  vérifier  les 

conditions 

/  Ao  b,i-x  -1-  Al  6„_2  -}-...  +  A„_2  6i  4-  A„_i  ^0  =  o, 

l  AoC„_i  +  Aic„_2  +. . .  + A„_2Ci  +  A„_,Co  =o, 


(4) 


1  Aoé'«-i  +  A,^„_2  +  .  ..4-A„_2e?-i  + A„_,^o=0, 
\  AoA„_i-i- A,A„_2+. .  .  + A„_2AiH- A„_iAo  =  o, 
on  pose 

(5)  Ao««-i+  A,a;,_2  4-.  .  .4- A„_2fl!iH-  A„_iao  =  P 
et 

(6)  AoA-„_i4- AiA:„_2  +  .  . .  4- A„_2A-i  +  A„_i  A-o=:  X. 
Considérons  en  particulier  le  cas  où  les  équations  (i)  deviendraient 


(7) 


c'est-à-dire  le  cas  où  les  divers  coefficients  de  chaque  inconnue 
seraient,  ainsi  que  les  seconds  membres  des  équations  données,  les 
différents  termes  d'une  progression  géométrique,  le  premier  terme 
de  chaque  progression  étant  l'unité.  Dans  ce  cas  particulier,  les  con- 
ditions (4),  réduites  aux  suivantes 

Ao^"-*  -i-  Aib^'-^-h.  .  .4- A„_2^  +  A„_i::=o, 
AoC'»-'  4- AiC"-2  +.  ..4- A„_2C  +  A„_,  =  o, 
(8) 

Ao^-"-'  4-  A,  ^«-2  4-  ...  4-  An-iff  4-  A„_,  =  O, 

Ao/i"-'4-  Ai/i«-2  +  ..  .4- A„_2/i  4- A„_i  =  o, 


.37 

+  y 

4-     z 

4-.  , 

.  .4-      U 

4-     V 

=  ', 

acc 

-^by 

4-  C^ 

4-.  . 

..-^gu 

4-  hv 

=  k, 

d''X 

^b^y 

^c'^z 

4-. 

..4-^^M 

4-  A-  V 

=  k\ 
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exprimeront  seulement  que 

b,     c,      ...,     g,     h 
sont  racines  de  l'équation 

(9)  Ao^''-*+ Ai^^-s^-. . .  + A„_2^  + A;j_i=o. 

Elles  seront  donc  satisfaites,  si  l'on  détermine  les  facteurs 

Aqj      Al,      .  .  -,      A,j_2,      A,j_i 

de  manière  que  l'on  ait,  quel  que  soit  x, 


(10) 


Ao^"-'+ A,.î:'»-2  +  .  _    ^  A„_2^  + A„_, 
=  k^{œ  —  b)  {x  —  c) . .  .{x  —  g)  {x  —  II), 


c'est-à-dire  si,  après  avoir  choisi  arbitrairement  la  valeur  de  Ao,  on 

prend 

!A,     =— Ao(6 +  C-I-. .  .4-^  +  70, 
Aj     =Ao{bc -h.  .  .-^  bg+ bh-h.  .  .  + gh), 
> 

Alors  les  équations  (5),  (6)  donneront 

(12)  i"  =Ao{a-b){a~c)...{a-g){a-h), 

('3)  \^  Ao{k  -  b)  {k  -  c)  .  .  .  {k  - ,:,')  {k  ~  h), 

et  par  suite  la  formul.e  (3)  deviendra 

^  ^  (k-b)(k-c)...ik-g)(k^b)  _ 
{a—  b)  {a  — c)...  {a  — g)  {a  —  h)' 

On  trouvera  de  même 

(k  -  a)  ( k  —  c)  .  .  .  (k  ~  g)  {  k  ~-  h) 


(t4) 


7 


{b  —  a){b  —  c)...{b  —  g){b~-h) 
> 

(A-_^)(A--6)(A--c)...(A--aO 
^k^a){h-b){/i~c)...{h-g) 
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Ainsi,  par  exemple,  les  valeurs  de  ce,  y,  z  propres  à  résoudre  les  trois 

équations 

!x-\-    7   -+-    z  —i, 
ax  +  by  -+-  cz  =^  k, 
a^x  -\-  b^y  -\-  c'^zz=z  k^ 
seront 

(,6)      ^zz:  ^:^AHl-_0  {k-c){k-a)  __  {k^a){k-b) 

^  la-b)\a-c)'       -^       {b-c){b-a)'        "       {c  -  a)  {c  -  b)' 

Dans  les  formules  (i4),  le  dénominateur  de  la  fraction  qui  représente 
la  valeur  d'une  inconnue  est  le  produit  de  toutes  les  différences  qu'on 
obtient  lorsque  du  coefficient  de  cette  inconnue  pris  dans  la  seconde 
des  équations  (7)  on  retranche  successivement  les  coefficients  de 
toutes  les  autres  inconnues.  Pour  trouver  le  numérateur  de  la  même 
fraction,  il  suffît  de  substituer  dans  le  dénominateur  la  lettre  k  au 
coefficient  de  l'inconnue  que  l'on  considère.  » 

Si  l'on  veut  réduire  au  même  dénominateur  les  fractions  qui  repré- 
sentent les  valeurs  des  diverses  inconnues,  on  pourra  prendre  évidem- 
ment pour  dénominateur  commun  le  produit  des  binômes 

(17)  b  —  a;     c  —  a,     c  —  b;      ...,     h  —  a,     h  —  b,      ...,     h— g; 

c'est-à-dire  le  produit  de  toutes  les  diff'érences  qu'on  obtient  quand, 
après  avoir  disposé  les  lettres 

a,    b,    c,    . . . ,    ^,    h 

dans  un  ordre  quelconque,  par  exemple  dans  l'ordre  alphabétique, 
on  retranche  successivement  de  chaque  lettre  toutes  celles  qui  la 
précèdent.  Elff^ectivement,  si  l'on  choisit  A„  de  manière  que  la  for- 
mule (12)  se  réduise  à 

(18)  P  ^--  {b  -  a)  {c  —  a)  {c  -  b) .  .  .  {h  -  a)  {h  -  b) .  .  .  {h  -  ff), 
les«équations  (i4)  pourront  s'écrire  comme  il  suit 

^,.N  X  Y  V 

(19)  -^^p'         ^'^p'         •••'         '  =  p' 
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les  quantités  X,  Y,  . . . ,  V  étant  ce  que  devient  le  produit  P  quand  on 
y  remplace  successivement  par  la  lettre  k  chacune  des  lettres  a, h,  ...,h. 
Le  produit  P,  déterminé  par  l'équation  (i8),  jouit  d'une  propriété 
digne  de  remarque,  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  établir  directement 
les  formules  (19).  C'est  qu'il  se  change  toujours  en  —  P  quand  on 
échange  entre  elles  deux  quelconques  des  lettres 

a,    b,    c,     ...,    g,    h. 

Alors,  en  effet,  le  binôme  qui  renferme  les  deux  lettres  échangées 
entre  elles  changera  évidemment  de  signe;  et,  de  plus,  le  produit 
des  deux  binômes  qui  renferment  ces  deux  lettres  avec  une  troisième, 
se  confondant  nécessairement,  soit  avec  le  produit  des  différences 
qu'on  obtient  quand  on  retranche  la  troisième  lettre  des  deux  pre- 
mières, soit  avec  ce  dernier  produit  pris  en  signe  contraire,  ne  chan- 
gera ni  de  valeur  ni  de  signe  après  l'échange  dont  il  s'agit.  Ajoutons 
que,  si  l'on  développe  le  produit  P,  en  multipliant  les  uns  par  les 
autres  les  binômes  (17),  le  développement  ainsi  obtenu  se  composera 
de  divers  produits  partiels  affectés  les  uns  du  signe  +,  les  autres  du 
signe  —,  et  dans  chacun  desquels  la  somme  des  exposants  des  lettres 

a,     b,     c,      .  .  .,     g,     h 

sera  équivalente  au  nombre  des  binômes  (17),  c'est-à-dire  à 

^{f^  —  0 

(20)  1  + 2  +  3 +. .  .-1- (rt  — i)  =  - — ^ 

Le  premier  de  ces  produits  partiels,  formé  par  la  multiplication  des 
premiers  termes  des  divers  binômes,  se  réduira  simplement  à 

(21)  «O^'C^.  .  .^"-2/i«-^ 

Si  l'on  suppose  en  particulier  /i  =  2,  on  trouvera 

V  =  b  —  a, 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(22)  \*  —  aH>^—a^b\ 
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Si  l'on  suppose,  au  contraire,  n  =  3,  on  aura 

(23)  P  =1  «0  6»  c2  —  a»  b'-c^  +  «*  b^ c«  —  a^  b<^c'-  ^  a-  b'^c^  —  a^  b^  c\ 

Donc  alors,  dans  chacun  des  produits  partiels  que  renfermera  le  déve- 
loppement de  P,  les  exposants  des  lettres  a,  h  ou«,  b,  c  seront  respec- 
tivement égaux  aux  deux  ou  trois  premiers  termes  de  la  suite  des 
nombres  naturels 

(24)  O,        I,       2,       3,        .  .., 

et  tous  ces  produits  partiels  se  déduiront  les  uns  des  autres  par  des 
échanges  opérés  entre  les  exposants  dont  il  s'agit.  Or  on  peut  alfirnier 
qu'il  en  sera  généralement  ainsi,  et  que  tous  les  produits  partiels  dont 
se  composera  le  développement  de  P  seront  semblables  au  pro- 
duit (21)  et  se  déduiront  de  celui-ci  par  de  simples  échanges  opérés 

entre  les  indices 

o,     1,     2,     . . .,     n  —  2,     n  —  \. 

Effectivement,  soit 

(25)  aP bi c'' . .  .  g^ h' 

l'un  quelconque  des  produits  partiels,  de  ceux,  par  exemple,  qui  sont 
affectés  du  signe  -\-,  en  sorte  qu'on  ait 

(26)  V —  aPb'ic'\  ..g'Ji^  + 

On  tirera  de  la  formule  (26),  en  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres 

a  et  b, 

—  P  =  aibPc''.  .  .g'h^-A-.  .  ., 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(27)  P  =~a''bPc'\  ..g'/i'— 

Donc  le  développement  de  P  ne  peut  renfermer  un  ternie  affecté  du 

signe  -+-  et  de  la  forme 

aPbfc''.  ..g' h' 

sans  renfermer  en  même  temps  un  terme  affecté  du  signe  —  et  de  la 
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forme 

c'est-à-dire  un  second  terme  qui  se  déduise  du  premier  par  un 
échange  opéré  entre  les  exposants  des  deux  lettres  a,  h,  mais  qui  soit 
affecté  d'un  signe  contraire.  On  arriverait  encore  à  une  conclusion 
toute  semblable  si  le  premier  terme  était  l'ufi  de  ceux  qui  sont  affectés 
du  signe  — .  Donc  les  différents  termes  contenus  dans  le  développe- 
ment de  P,  étant  réunis  deux  à  deux,  produiront  des  expressions  de  la 
forme 

(28)  aPbic'-.  ..g' h'—  aibPc'-.  .  .  g'h'— {aPbi  —  ai  bP)c'' .  .  .g'h', 
en  sorte  qu'on  aura 

(29)  V  =:{aPbi—aibP)c'\  ..g'h'  + 

Or  le  binôme  (28)  s'évanouit  toutes  les  fois  que  les  exposants  p,  q 
deviennent  égaux.  Il  en  résulte  qu'on  verra  disparaître,  dans  le  déve- 
loppement de  P,  tous  les  termes  où  deux  lettres  diverses  a,  b  seraient 
élevées  à  la  même  puissance.  Donc,  si  le  produit  (25)  est  un  de  ceux 
qui  ne  disparaissent  pas,  les  exposants 

P,     q,     r,      ...,     s,     t       ' 

des  différentes  lettres  y  seront  tous  distincts  les  uns  des  autres;  et, 
comme  l'exposant  de  chaque  lettre  ne  pourra  surpasser  le  nombre  de 
celles  des  différences 

b  —  a,     c~a,     c  —  b,      .  ..,     h  —  a,     h  —  b,      ..  .,     h  — g 

qui  la  renferment,  c'est-à-dire  le  nombre  «  —  i,  les  exposants 

P,    q,     r,     ...,    s,     t 

ne  pourront  être  évidemment  que  les  nombres 

o,      I,     2,      ...,     n  —  i. 

Donc,  en  définitive,  dans  le  développement  de  la  fonction 

(30)  Pr=:a<^b^c\  ..g'^-^h"-'^— .  .., 
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tous  los  termes  se  déduiront  du  premier  par  des  échanges  opérés  entre 
les  exposants  des  différentes  lettres,  et  deux  termes,  dont  l'un   se 
jdéduira  (1(î  l'autre  par  un  seul  échange  opéré  entre  deux  exposants, 
seront  toujours  affectés  de  signes  contraires. 
Si  l'on  élève  les  quantités 

a,     b,     c,      . .  . ,     g,     h 

à  des  puissances  dont  les  degrés  soient  r<ispectivement  égaux  aux 
nombres 

O,        I,       1,        .  .  .  ,       Il  —  2,       Il  —  I 

rangés  dans  un  ordre  quelconque,  le  produit  de  ces  puissances  sera 
toujours  l'un  des  termes  affectés  du  signe  -h  ou  du  signe  —  dans  le 
second  membre  de  la  formule  (3o).  En  effet,  pour  déduire  ce  produit 
du  premier  terme 

il  suffira  d'opérer  des  échanges  successifs  :  ["  entre  l'exposant  o  et 
celui  que  portera  la  lettre  a  dans  le  nouveau  produit;  2"  entre  l'expo- 
sant I  et  celui  que  portera  la  lettre  h  dans  le  nouveau  produit,  etc. 
Cela  posé,  représentons  par  la  notation 

(3i)  S(±ao6'c2. .  .i,'"-V<"-') 

la  somme  qu'on  obtient  quand,  au  produit 

a^b^c-.  .  .g"-^h"--\  t 

pris  avec  le  signe  h-,  on  ajoute  tous  ceux  qu'on  peut  en  déduire  à 
l'aide  d'échanges  opérés  entre  les  exposants 

o,      I,     2,      .  .  .,     n  —  2,     n  —  I, 

chacun  des  nouveaux  produits  étant  pris  avec  le  signe  -h  ou  le  signe  — , 
suivant  qu'on  le  déduit  du  premier  à  l'aide  d'un  nombre  pair  ou  d'un 
nombre  impair  d'échanges  successifs.  On  aura 

(32)  P  — S(itrt«Z>'c^  .  .^''»-Vt"-'), 

et  les  formules  (21),  qui  fournissent  les  valeurs  de  x\  y,  z,  . . . ,  //,  i^', 

OEuvresileC        S.H.t.  \.  5 
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propres  à  vérifier  les  équations  (i),  pourront  s'écrire  comme  il  suit 


x 


y 


S(±a"^'c2...^'«-2A«-i) 
_  S  (±  «0  k^  c^ ...  ,^"-2  hn-l  ) 
(  33  )                                 M  ~  'S(±a»6'c^.  .g'^-^'h"-^)  ' 
» 

__  S(±:«o6'o^...^«-2A-«-i) 
^'  ~  S  (±:  a»  ^1  c^ .  .  .  o^«-2  A«-~)  " 

Concevons  maintenant  que,  dans  le  développement  de  P,  on  rem- 
place les  exposants  des  différentes  lettres  a,  h,  c,  . .. ,  g,  h  par  des 
indices.  Alors,  au  lieu  de  l'équation  (29),  on  obtiendra  la  suivante  : 

(34)  P  =  {apb,j—aqb,,)c,..  .  .gslh-^ 

Or  cette  dernière  valeur  de  P  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(35)  P=:  Aoa,,_i  + Ai«„_2  +  . .  .4- A„_2ai  + A„_iao, 

Ao,  A,,  ...,  A,,..,,  Art_.,  étant  des  sommes  de  produits  formés  avec  les 
coefBcients 

^o>   bi,    .  .  . ,  t^„_,,  Cq,  C],  ...,c,j_i,  ...,    go,  gi,    ...,  gu-\,  h^^,   hi,    ...,  h,i^^; 

et,  comme  elle  s'évanouira,  en  vertu  de  l'équation  (34),  si  l'on  sup- 
pose 

on  peut  affirmer  que  les  quantités 

Ao,      Al,      •  •  •,      A,j_2,      A,;_i, 

renfermées  dans  l'équation  (35),  vérifieront  la  première  des  condi- 
tions (4).  On  prouverait  de  même  que  les  quantités  dont  il  s'agit 
vérifieront  la  deuxième,  la  troisième,  etc.,  enfin  la  dernière  des  con- 
ditions (4).  Donc  ces  quantités  pourront  servir  à  l'élimination  des 
inconnues  j,  z,  .. .,  u,  ^^  entre  les  équations  (r),  et  la  valeur  de  ce  sera 
donnée  par  la  formule  (3),  pourvu  qu'on  détermine  X  par  la  for- 
mule (6),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pourvu  qu'on  appelle  X  ce  que 
devient  l'expression  (5) quand  on  y  remplace  la  lettre  «par  la  lettre^. 
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Donc,  en  définitive,  les  valeurs  des  inconnues 

œ,     y,     . . . ,     «,     i', 

propres  à  vérifier  les  équations  (r),  seront  des  fractions,  dont  on 
obtiendra  le  commun  dénominateur  P  en  remplaçant  les  exposants 
des  lettres  a,  h,  c,  ...,  g,  h  par  des  indices  dans  le  développement 
du  produit  qui  compose  le  second  membre  de  l'équation  (i8).  Quant 
au  numérateur  de  chaque  fraction,  on  le  déduira  immédiatement  du 
dénominateur,  en  remplaçant  les  quantités  qui,  dans  les  équations  (i), 
servent  de  coefficients  à  l'inconnue  que  l'on  considère,  par  les  seconds 
membres  de  ces  mêmes  équations. 

Si,  pour  plus  de  commodité,  on  représente  par  la  notation 

(36)  S(±ao^iC.>. .  .é'«-2/<«-i) 
la  somme  qu'on  obtient  quand,  au  produit 

pris  avec  le  signe  -+-,  on  ajoute  tous  ceux  qu'on  peut  en  déduire  à 
l'aide  d'échanges  opérés  entre  les  indices 

o,       I,       2,       3,       ...,       «  —  2,       n  —  I, 

chacun  des  nouveaux  produits  étant  pris  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — , 
suivant  qu'on  le  déduit  du  premier  à  l'aide  d'un  nombre  pair  ou  d'un 
nombre  impair  d'échanges  successifs;  on  aura 

(37)  P  —  S(±ao^lC-2.  .  .i{„-ïlln-i), 

et  les  valeurs  ÔlQ  x,y,  z,  . . . ,  u,  v,  propres  à  vérifier  les  équations  (i), 
se  présenteront  sous  la  forme 


(38) 


y  = 

S(±:ao^iC2. 

•  •  A  «  —  2  "  n  — 

> 
l) 

S(iî:  a^,ù^c.2. 

•  ■  )i  /i~i  ''Il  - 

.)' 

V  — 

S(±aoZ>,c,. 

•  •rt"/»-2«n- 

,) 

S{z^a^,ù^Ci...g„^Jl„.^) 
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Si,  pour  fixer  les  idées,  on  réduit  les  équations  (i)  à 

/  a„.z-  +  h^y  -t-  CqZ  =  k^, 
(   a-iX  +  biY  +  Cj 3  =  ko, 

on  trouvera 

S(±  A-o6,c,)  __  kç^b^Ci—  kohiCi-h  kyboCf^  —  k,boC2+  k^b.^Ci  — k^b^Cf, 


(4o)     X 


s  (rt  (7o  ^1  ^2  )  «0  ^1  C2  —  «0  b-i  C,  H-  rt,  ^2  Co «1  ^o^'2  -H  «2  '>()  Cl       -  rt,  /'i  C( 


On  arriverait  au  même  résultat,  en  présentant  la  première  des  équa- 
tions (  i6)  sous  la  forme 

^_{b-k){c-k){c~b) 
{b  ~  a){c  —  a)  {c —  b) 

puis  développant  les  deux  produits 

(6  _  A')  (c  -  A-)  (c  -  6),     (6  -  a)  (c  -  a)  (c  -  b), 

et  remplaçant  dans  les  développements  les  exposants  des  lettres  par 
des  indices.  Sous  ces  conditions,  la  formule  (4i)  peut  être  censée 
fournir  la  valeur  de  la  première  des  inconnues  que  renferment  les 
équations  (Sp).  Cette  valeur  qui,  prise  à  la  lettre,  serait  inexacte  et 
ne  peut  devenir  exacte  que  par  suite  des  modifications  énoncées,  est 
ce  qu'on  nomme  une  valeur  symbolique  de  l'inconnue  dont  il  s'agit. 
L'équation  (4i),  considérée  sous  ce  point  de  vue,  est  elle-même  une 
équation  symbolique. 

Concevons  à  présent  que  m  4-  i  inconnues,  représentées  par 

soient  déterminées  par  m  4-  i  équations  du  premier  degré  et  de  la 
forme 

.-•^0  +  -^^i     =  "1, 

(49.)  /  .ro+2a^,4-^2  ~  ko, 


m  (m  —  1  ) 
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On  tirera  successivrmcnt  tic  ces  équations 

et  généralement,  si  l'on  désigne  par  n  un  quelconque  des  nombres 
entiers  renfermés  entre  les  limites  o,  m,  on  obtiendra  pour  valeur  de 
x„  une  fonction  linéaire  des  quantités 

"0>         "U         ^'2»  •   •   •  »         "^/f 

Soit  en  conséquence 

(43)  j-„=  AoA-,,4- A,A-„_,  + A2A-„-.,  +  .  .  .  + A„_,/i-,  +  A„A-„. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  quantités 

(4h)  _        "o>     "i>.    "^2»      •••1     k,„ 

se  réduiront  aux  différents  termes  d'une  progression  géométrique  de 
la  forme 

(45)  A:«=i,         k,     k\      ...,     k'-, 

on  aura  simplement 

(46)  x„=  \,k"  +  A,  A"-'  +  A, A-'--^ 4- . . .  +  A„_, k  +  A„. 

D'autre  part,  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  on  vérifiera  les  équa- 
tions (42)  on  posant 

X  -^  l  ^=  k,  X  :=z  k  —  I 

et 

x^—x"^{k~-^)'\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(47)  a-„=:A-''-n/v''-'+  ^l^'Lzli]x-'-2_...-„A^±i. 

1.2 

Les  formules  (46),  (47)  devant  s'accorder  entre  elles,  il  en  résulte 
qu'on  aura,  quel  que  soit  k, 

i  AoA-''  + A,A:"-'  +  AîA:«-2  +  ...+  A„_,A'  + A„ 

\       —  k"  -  «A-'^ -'  H î^ '  k"-^~.  .  .zp  nk  ±  i 
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et,  par  suite, 

/    f         \  k  k.  4  '*  (   «     I  ^ 

(49)      An— I,      Al-— «,      A,= ^ ,       ...,       A„._,=:qr«,       A„  — ±1. 

Donc  la  valeur  générale  de  x^,  déterminée  par  la  formule  (46),  sera 

(  5o  )  x„  =  k„  —  nkn  _ ,  -f-  ■ ;; A-„_2  —  .  .  .  qi  nA-,  ±:  Â-g. 

Au  reste,  on  peut  arriver  directement  à  l'équation  (5o)  en  combinant 
entre  elles  par  voie  d'addition  les  n  premières  des  formules  (42)  res- 
pectivement multipliées  par  les  coefficients 

ni  n  —  I ) 
I,      —  «, -_ j      •;•)      q=:«,      ±1, 

puis  ayant  égard  aux  formules  (19)  et  (20)  du  §  III,  ou  plutôt  à  celles 
qu'on  en  déduit  quand  on  échange  entre  elles  les  lettres  m  et  n.  Donc, 
en  définitive,  les  valeurs  de 

propres  à  vérifier  les  équations  (42),  seront 

Xq        ^=1     A"q, 

Xi    =  A,  A\,, 

(5l)  <    "^2    =  ^--2    —  2A-,  -f-Â-„, 


,  ,  m{  m.  —  0 

^m  —  ft/«  —  /nk„,_i  H A,„_,  —  .  ■  -^  nik^  ±:  A'q. 

Si,  dans  les  formules  (42)  et  (5i),  on  remplace  simultanément  les 
quantités 

•^0>        ^1>        ■^2»         •  •  •>        ^mi  "0»        "1»        "2?         •  •  -y       A  m 

par  les  rapports 

Xi        Xi,  X  „i  .         k\        A'2  k  „i 

Xq,  î  -  •  •   •   •  5  _       )  A'o,  - —  5  —- -  5  •   •    •  5  5 

a         «-  a'"  a        a-  a'"- 
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on  en  conclura  que  les  valeurs  des  inconnues 

<3^'o»        -^1»        ^2>         •   •  •>        -^/H» 

propres  à  vérifier  les  équations 

Xi)  —  Aq, 
X^  -\-  Q    X^  ^3  Ajj 

(52)     /  Xi-\- 2ax^-\- a^x^^=z  k<î. 


mi  m  —  I )    „  ,        ,  , 

x,n 4-  max„t-i -\ «  -<7/«-2 -H .  .  . H=  ma'»-' ^1  zt  a'^x^  —  A:,„, 


sont  respectivement 


:53) 


"^0     —  "0> 

c27j    —  Aj    —  CIKqj 

x^  =:  k^  —  iaki-\-  a^ k^, 


x„t  =  k„,  —  mak,n^^  -\ a^  /r„,_2  — .  .  .  zp  ma'"-^  ki  ±  a"^  k^. 


Si  l'on  suppose,  en  particulier,  a~  —  i,  les  formules  (32)  devien- 
dront 

^0  =^  "o» 

(54)  -J  J72—  20;,  +  J70=^'2. 


m{m  —  \)  _  ,    _  _  A. 

.27/,;  /HX,„^l   -+-     X,„_2    ■  .    .    .    _f-    niX^ZLl    Xq A„j, 

I  .2 


et  l'on  en  tirera 

/    Xq    ^zz  Kq, 

\     Xi       =    A,       +    Aq, 

(55)  ]  ^2  =^'2  +  2A-,  +  ko. 


,  ,  m{m  ~ï)  ,  ,         , 

-m  —  f^'m  ■+-  "l-knt-  l  H « /«     2  +  •  •  •  "T  ^^i^l  +  «o- 

I  .2 
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§  V.    —   Formules  d'interpolation. 

V interpolation  consiste  à  déterminer  la  valeur  exacte  ou  approchée 
d'une  fonction  d'après  un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  sup- 
posées connues. 

Considérons  spécialement  une  fonction  entière  u  de  la  variable  x. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  §  III,  cette  fonction  sera  complètement 
déterminée  si  elle  est  du  degré  m  et  si  l'on  en  connaît  w  h-  i  valeurs 
particulières.  Soient 

ces  w  -h  I  valeurs  particulières  correspondantes  aux  valeurs 

de  la  variable  x.  Si  l'on  suppose  d'abord  que  les  valeurs  particulières 
de  u  se  réduisent  toutes  à  zéro,  à  l'exception  de  la  premier*'  «„,  la 
fonction  u,  devant  alors  s'évanouir  pour  x  ^  x^,  pour  x  =  x.^,  . . . , 
enfin  pour  x  =  x„„  sera  divisible  par  le  produit 

et  sera,  par  conséquent,  de  la  forme 

u  z=z  a{œ  —  Jo^)  {x  —  X.2) .  .  .{x  —  x,,^  ) , 

a  ne  pouvant  être  qu'une  quantité  constante.  De  plus,  u  devant  se 
réduire  à  ?/„  pour  x  —  a^„,  on  en  conclura 

</q  i=:  a  \Xq        X^  )  \X^^        Xsi  )  .  .  .  (  J7q  —  X,,^  ) 

et,  par  suite, 

{x  —  x^^{x  —  x^\.  .  .{x  —  x,„) 
(i)  u  —  ii^ 


\  -^0  '^l  )  (  '^0  -^2  )  •  •  •  (  '^O  '^ m  ) 


De  même,  si  les  valeurs  particulières  de  u  se  réduisent  toutes  à  zéro, 
à  l'exception  de  la  seconde  m<,  on  trouvera 

(  X          X^  )  \  X         X^  )  .  .  .\X          X  if^  ) 
M  =  «1 = j 

(  J?l       ■  X^)  (Xj         •^'2  )  •  •  •  (  ^\  ■^m  ) 

etc. 
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Enfin,  si  elles  se  réduisent  toutes  à  zéro,  à  l'exception  de  la  der- 
nièi'c  //,„,  on  trouvera 

En  réunissant  les  diverses  valeurs  de  u  correspondantes  aux  diverses 
hypothèses  qu'on  vient  de  faire,  on  obtiendra  pour  somme  un  poly- 
nôme en  .X  du  degré  m  qui  aura  évidemment  la  propriété  de  se  réduire 
à  Wo  pour  .X  =  Xq,  à  u,  pour  x  =  x,,  . , . ,  à  u„i  pour  x  =  x^.  Ce  poly- 
nôme sera  donc  la  valeur  générale  de  u  qui  résout  la  question  pro- 
posée, en  sorte  que  cette  valeur  générale  se  trouvera  déterminée  par 
la  formule 


(■^0  •^^'wC'^O         X2)...(j^o  ^m) 

(2) 


{■X,n         ^o)\^in         -^1  )•••(, -^m         •^//i-l) 


qui  est  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

En  vertu  de  la  formule  (i),  si  la  fonction  u  du  degré  m  doit  s'éva- 
nouir pour  les  valeurs  particulières 


O,        I,        2, 


de  la  variable  x,  et  se  réduire  à  l'unité  pour  ^  =  m,  on  aura 

a'{x  —  i).  .  .{x  —  m  -+- 1) 


(3) 


1.2... m 


Lorsque  les  valeurs  particulières  de  x  représentées  par 

•^0»      -^ij      ^îi       •  •  •»      ^m 

se  réduisent  aux  différents  termes  de  la  suite 

o,      1,     2,      ...,     w» 

alors,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  w,  il  suffît  évidemment  de 

OF.mres  de  C—  S.  U,  t.  X.  6 
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supposer 

x(œ  —  i)                       ^(j?  — i).  .  .(j:  — /«  + i) 
(4)       u  =  ao-i-aiX-\-a2 — h  .  .  .  +  «/„ 1 .2.  .  .m 

et  de  choisir  les  coefficients 

«0»      ^i»      "^a'      •  •  •'      ^>" 

de  manière  à  vérifier  les  équations 

,  «o-f-  2a,4-  a.,  ::^  ^/2» 

(5) 


m  (m  —  1  ) 

Un -h  ma,  -] ^- —  «2  +  .  .  .  +  ci„,=  II,,,' 


Or  on  vérifiera  ces  dernières  {voir  le  §  IV)  en  prenant 

a,  =  u,  —  Mo» 
(6)  ^   '^2  =«2—  2«i  +  «o, 


ni  {m  —  i)  _, 

a„i  =:  M,„  —  mu,n-i  -\ m,„-i  — .  .  .  _|_  mui  it  «^ 


Donc  la  valeur  générale  de  u  sera 

1  «  =  i/^-f-  («,—  i<o)j:-  -f-  («2—  2  w,+  «0)  ■ : 

i                 r                              m  (m  —  I  )  ,1 

■4-    «,„— /nW;„_iH ^:j-;^ ^«,„_2 -+-...  zp/n«,±:«oJ 

Si  l'on  suppose  en  particulier 


x{cc  —  l) 
2 

^^'^'  f"  .,,/^       .\  '^x{x  —  \)...{x  —  m  +  i) 

i  .2 .  .  .m 


u  —  x»\ 
on  aura 


(8)     «0=0,         «,=:l,         «2=2'",         ...,        u^^y-=z{m-i)"',         u,n=m"'. 


RÉSUMÉS  ANALYTIQUES. 

et  les  ibrmules  (G),  (7)  donncronl 


j^3 


(9)         / 


/  <7o    =0, 

a.  =3'"—  3.'i"'4-3, 


(10) 


«„,_,=  (/«  — i)'«—  (m  — i)(m  —  9.)"'  +  -  •  •±("'  —  '), 
I       n,,^  =  /»'"  —  m{jn  —  i)'"  +  "^ ^  "'  ~  ^ ^  (  »«  _  2)'"  —  .  .  .  : 


|,,»  =  .,  +  (,»_,)^i(ilti:)^(3»-3.,".  +  3)"<"-'>'-'--'-> 


I  .2 


1.2.3 


r                 ,            ,          m(m—\),            ,,„                    1  j:'(j:  — i)...(j:  — //t  +  i) 
4-    /»'"-/«  (/H  -  i)'"  +      \    ^        ('«  -  2)'"-  . . .  =p  /7i  I 7727:7;;'^ 

D'autre  part,  comme,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  aura,  quel  que  soit.rr, 

X  (  JC  I  ) 

x'"  =r  «0  -i-  «1  J?  4-  «2  '- +  .  .  • 


X ix  —  \) .  .  .  ix  —  m  -^  1)  x{x  —  \).  .  .{<P  —  tn  -^-\) 


(•0   < 


I  .  2  .  .  .  (  «i  —  1  ; 


on  en  conclura 


I  .  2  .  .  .  /?t 


=  >, 


I  .  2  .  .  .  (  /7i  —  I  ) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
a„i'-=^  1 .2.3.  . .  /;^, 


[  14-  2  4-  ...  +  (/?!  —  I  )] 


i  .9..  .  .  m 


(12)     <hn-\  =  1.2...  (m  —  1)  [i  4-  2  4-  ...  -h  (m  —  i)]  =  t .  2 ...  (m 


{ni  —  \)m 


On  aura  donc  encore 


(.3) 


/«'"  —  m  (m  —  i)'"  H ^^ '  {m  —  2  )'"  — .  . .  zb  /«  =  i .  2  . 3 .  . .  m. 


(  /«  —  I  )'"  —  (m  —  I  )  (  /;«  —  2)' 


:  (  /?i  —  I  )  =  1 .  2  . 3  .  .  .  (  /?j  —  I  ) 


m  (m —  1) 
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cl  la  formule  (lo)  pourra  être  réduite  à 

{x"'  —  x{x  —  i)...{x  —  m  +  i)-\ ^ '  x{x  —\)...{x~m-\-2)-v- 

(14)  \ 

3'"-'  —  o/« -I-  I  2'"-* I 

H — .r(j7  — i)(.r  — 2)H ^(^  —  1)+.^. 

1.2  J 

Si,  dans  cette  dernière,  on  change  x  ^n  —  x,  elle  donnera 


(i5 


'.„/•.,  V       m  {ni  — i) 

^x"'=x{x  -^i).  .  .(.r-hm— 0 La;{x  +  1)..  .(a:  +  m  — 2)+. 

3"'-' 2'"_|_i  2"'""' r 

±  -— x{x  -\-\)  (j-  +  2)  =p -xi^x  +  ï)±X. 


Lorsque  m  est  de  la  forme 

yo  désignant  un  nombre  premier  impair,  la  première  des  équations  (i  3) 
se  réduit  à 

(i6)      1.2.0.  .  .m  =  m'"^—  mini  —  i)'"- -\ ^ (m  —  2)'"  —  .  .  .—  m; 

1.2  ' 

et,  comme  alors,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres 
premiers,  les  puissances 

in"\     ( m  ~  I )'",     {ru  — 2  )'«,      . .  , 

divisées  paryo  donneront  l'unité  pour  reste,  il  est  clair  que  le  second 
membre  de  l'équation  (16),  divisé  par/?,  fournira  le  même  reste  que 

la  somme 

m  {m  —  I ) 
i  —  m  ^ ■ — .  .  .  —  m  ={1  —  1)'"  —  i  z=z  ~  i . 

Donc,  lorsque  p  =  m  +■  i  est  un  nombre  premier  impair,  le  produit 

(17)  1.2.3.  .  ./n, 

divisé  par  p,  donne  pour  reste  —  i,ou  en  d'autres  termes  ce  produit,  aug- 
menté de  l'unité,  devient  divisible  par  p.  C'est  en  cela  que  consiste  le 
théorème  de  Wilson,  qui  s'étend  au  cas  même  où  l'on  pose/>=2=  i  +  i. 
D'ailleurs  il  est  clair  que  ce  théorème  subsiste  uniquement  pour  les 
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nombres  premiers.  Car,  si  le  nombre  m -t- i  admet  d'autres  diviseurs 
que  lui-même  et  l'unité,  chacun  de  ces  diviseurs,  se  confondant  néces- 
sairement avec  l'un  des  nombres  2,3,  . . . ,  m,  divisera  le  produit 

1.2.3. .  .m, 
d'où  l'on  doit  conclure  qu'il  ne  saurait  diviser  la  somme 

I  -+■  1.2.3.  .  .VI. 

Si  les  valeurs  particulières  de  x,  représentées  par  x^,x.,,  . . . , x,n,  se 
réduisaient  aux  différents  termes  de  la  progression  géométrique 

I,    /■,    /•-,    ...,    /■'", 
alors,  en  posant 

H  zz:  (^0  +  «1  ^  +  .  .  .  -t-  a,„  X'", 

on  aurait,  pour  déterjniner  les  facteurs  inconnus  a^,  a^,  ... ,  a,^,  des 
équations  linéaires  dont  les  premiers  membres  seraient  semblables 
aux  premiers  membres  des  formules  (7)  du  §  IV,  et  par  suite  on 
obtiendrait  les  valeurs  de  «o»  ^i»  •••»  <^m  en  ajoutant  les  équations 
dont  il  s'agit,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  les  coefli- 
cients  des  diverses  puissances  de  x  dans  les  développements  des  pro- 
duits 

(^  — /•)  (.r  —  r2).  .  .(^  — r'"), 

{jo—  i)  {a:  —  r-).  .  .{x  —  /•'«), 


{x—  \)  {x  — r)  ...{x  — r'"-^). 
On  trouverait  ainsi 


a 


(18)  < 

,    «,„—(i +  /•  +  ..  .  +  /■'"-*)«„,_,+  .  ..±ur...r 


Observons  enfin  que,  des  formules  (7)  et  (18),  on  déduira  facilement 
celles  qui  seraient  relatives  au  cas  où  les  valeurs  particulières  de  x 
coïncideraient  avec  les  différents  termes  d'une  progression  quel- 
conque, soit  arithmétique,  soit  géométrique. 
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^^  YI.  —  Des  séries  convergentes  et  divergentes,  et  en  particulier  de  celles 
qui  représentent  les  développements  des  puissances  entières  et  négatives 
d'un  binôme. 

On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  quantités 

(i)  «0,     «,,     m_,     ... 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  connue.  Ces  quantités 
elles-mêmes  sont  les  différents  termes  de  la  série  que  l'on  considère. 
Soit 

(2)  5„r=  «0+  «1-+-.  .  ,+  W„_i 

la  somme  des  n  premiers  termes,  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque. Si,  pour  des  valeurs  de  n  toujours  croissantes,  la  somme  s,^ 
s'approche  indéfiniment  d'une  limite  finie  s,  la  série  sera  dite  conver- 
gente, et  la  limite  en  question  s'appellera  la  somme  de  la  série.  Au 
contraire,  si,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  la  somme  s^  ne  s'ap- 
proche d'aucune  limite  fixe,  la  série  sera  divergente  et  n'aura  plus  de 
somme.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  terme  qui  correspond  à  l'indice /z, 
savoir  w„,  sera  ce  qu'on  nomme  le  terme  général.  Il  suffît  que  l'on 
donne  ce  terme  général  en  fonction  de  l'indice  n  pour  que  la  série 
soit  complètement  déterminée.  Si,  dans  le  cas  où  la  série  est  conver- 
gente, on  pose 

(3)  s  —  s,i+i-,i, 

r„  sera  ce  qu'on  appelle  le  reste  de  la  série  prolongée  jusqu'au 
^ieme  terme. 

L'une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progression  géométrique 

(4)  I,     .r,     X-,     x^,      .... 

qui  a  pour  terme  général  x'\  En  la  substituant  à  la  série  (i),  on  aura 

5„=    I    +  X   +.  .  .  +  ^"-2+  ^""', 
SnX-=iX  -\-  X--\-  .  .  .-\-  X"^~^  -\-  X"^, 
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et,  par  suite, 


(  5  )  5„  =  1  +  :r 


ce  —  l  i  —  X 


On  peut  mettre  cette  valeur  de  s^  sous  la  forme 

I  -r" 

(6)  s 


1  —  X  I  —  X 


et,  comme,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  numérique  de 
la  fraction 

I  —  X 

converge  vers  la  limite  zéro  ou  croit  au  delà  de  toute  limite,  suivant 
qu'on  suppose  la  valeur  numérique  de  x  inférieure  ou  supérieure  'a 
l'unité,  on  doit  conclure  que  dans  la  première  hypothèse  la  progres- 
sion (4)  est  une  série  convergente  qui  a  pour  somme 

(7)  ^=7-^.' 


tandis  que,  dans  la  seconde  hypothèse,  la  même  progression  est  une 
série  divergente  qui  n'a  plus  de  somme.  Si,  dans  la  première  hypo- 
thèse, on  prend  s^  pour  valeur  approchée  de  s,  l'erreur  commise  sera 
mesurée  par  la  valeur  numérique  du  reste 


(8)  ^•«=  — 


On  indique  généralement  la  somme  d'une  série  convergente  par  la 
somme  de  ses  premiers  termes  suivie  de  points  ou  d'un  etc.  Ainsi, 
lorsque  la  série  (i)  sera  convergente,  on  aura 


.î  =    «0  +  «1  -f-  ^2  +   «3  H-  • 


et  l'équation  (7)  donnera,  si  la  valeur  numérique  de  x  ne  surpasse 
pas  l'unité, 


ï  '  ^-1 


(9)  I  +  JT  -h  ^'-t- ^'+.  .  .  =    =r(l  — x) 
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FI  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  progression  géométrique 

a  pour  somme  la  première  des  puissances  négatives  entières  du  binôme 

I  —  X. 

Hn  vertu  des  définitions  ci-dessus  adoptées,  pour  que  la  série  (i) 
soit  convergente,  il  est  nécessaire  et  il  suffît  que  des  valeurs  crois- 
santes de  n  fassent  converger  indéfiniment  la  somme  s^  vers  une  limite 
fixe  :  en  d'autres  termes,  il  est  nécessaire  et  il  suffît  que,  pour  des 
valeurs  infiniment  grandes  de /i,  les  sommes 

diffèrent  de  la  limite  s,  et  par  conséquent  entre  elles,  de  quantités  infi- 
niment petites.  D'ailleurs  les  différences  respectives  entre  la  première 
somme  s^  et  les  suivantes  sont  respectivement 

■^«+2         ^n——  ^'rt  ~1~  "/î-(-l> 

"S/î-i-3        S ^  :^^  11^  -\-  ll,i-i^\  H-  W,j+2, 


Donc,  pour  que  la  série  (i)  soit  convergente,  il  est  d'abord  nécessaire 
que  le  terme  général  u^  décroisse  indéfiniment,  tandis  que  ii  aug- 
mente. Mais  cette  condition  ne  sufïît  pas,  et  il  faut  encore  que,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n,  les  différentes  sommes 

, 

c'est-à-dire  les  sommes  des  quantités 

prises,  à  partir  de  la  première,  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  finissent 
par  obtenir  constamment  des  valeurs  numériques  inférieures  à  toute 
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limite  assignable.  Réciproquement,  lorsque  ces  conditions  sont  rem- 
plies, la  convergence  de  la  série  est  assurée. 

11  résulte  encore  de  ces  principes  que,  si  une  série  convergente  est 
uniquement  formée  de  termes  positifs,  la  convergence  continuera  de 
subsister,  lorsqu'on  changera  les  signes  de  tous  ces  termes  ou  de  quel- 
ques-uns d'entre  eux.  Car,  en  opérant  ainsi,  on  ne  pourra  que  dimi- 
nuer la  valeur  numérique  de  la  somme  des  termes  qui  suivront  un 
terme  quelconque. 

Pour  plus  de  commodité,  nous  désignerons  dorénavant  par 

(lo)  Uo,    U„    U2,     ... 

les  valeurs  numériques  des  différents  termes  de  la  série  (i),  de  sorte 
qu'on  aura 

Un—Vrt  OU  «„=:—  U„ 

suivant  que  u„  sera  positif  ou  négatif.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  la 
série  (10)  est  convergente,  la  série  (i)  sera  convergente  à  plus  forte 
raison.  De  plus,  il  sera  facile  d'établir  la  proposition  suivante  : 

Théouème  I .  —  Soit  Q.  la  limite  ou  la  plus  grande  des  limites  vers  les- 
quelles converge,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  la  racine  /ï'^"""  de-  la 
valeur  numérique  de  u^,  c'est-à-dire  l'expression 

La  série  (i)  sera  convergente  si  l'on  a  ^<^i,  et  divergente  si  l'on  a 
12>i. 

Démonstration.  —  En  effet,  soit  U  un  nombre  renfermé  entre  les 
limites  i  et  (2.  On  aura,  dans  la  première  hypothèse, 

i2<U<i. 

Alors,  si  n  vient  à  croître  au  delà  de  toute  limite,  les  plus  grandes 
valeurs  de 

en  s'approchant  indéfiniment  de  û,  finiront  par  devenir  inférieures 

OF.uvrcsdeC.  —  '^.\\,\.\.  7 
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à  U,  et  on  même  temps  les  plus  grandes  valeurs  numériques  de  m„ 
deviendront  inférieures  à  U".  Donc,  dans  la  première  hypothèse,  les 
termes  de  la  série 

finiront  par  devenir  (abstraction  faite  des  signes)  inférieurs  aux  termes 
correspondants  de  la  progression  géométrique 

I,   U,   \]\    ...,   U's   u«^s    ..., 

et,  comme  cette  progression  sera  convergente,  U  étant  <  i,  la  série  (i) 

sera  elle-même  convergente.  Au  contraire,  dans  la  seconde  hypothèse, 

on  aura 

-Q>U>i. 

Alors,  si  n  vient  à  croître  au  delà  de  toute  limite,  les  plus  grandes  va- 

leurs  de  (±  u^)",  en  s'approchant  indéfiniment  de  (2,  finiront  par  de- 
venir supérieures  à  U,  et  les  plus  grandes  valeurs  numériques  de  m„ 
supérieures  à  U".  Donc  alors  on  trouvera,  dans  la  série 

un  nombre  indéfini  de  termes  supérieurs  aux  termes  correspondants 
de  la  progression  géométrique 

I,     U,     U%     ...,     U«,     U"-',     ..., 

par  conséquent,  un  nombre  indéfini  de  termes  supérieurs  à  l'unité, 
U  étant  >  i;  et  la  série  (i)  sera  nécessairement  divergente. 

Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  numérique  du  rap- 
port 

(II)  !^^, 

Un 

c'est-à-dire  la  fraction 


converge  vers  une  limite  fixe  Q,  alors,  en  désignant  par  c  un  nombre 
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aussi  petit  que  l'on  voudra,  on  pourra  donner  au  nombre  m  entier  une 
valeur  assez  considérable  pour  que,  n  étant  égal  ou  supérieur  à  m, 
chacun  des  rapports 

et,  par  suite,  la  moyenne  géométrique  entre  ces  rapports  ('),  ou  le 

quotient 

1 

U" 

(12)  -^, 

restent  compris  entre  les  quantités 

Si  maintenant  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n  sans  changer 

la  valeur  de  m,  l'expression 

1 

U" 

convergera  vers  la  limite 

U°  —  I 

et  l'expression  (12)  vers  la  même  limite  que  la  suivante  : 

U". 

Donc  la  limite  de  cette  dernière,  devant  rester  comprise  entre  les 
quantités  (2  —  £,  (i  +  £,  quelque  petit  que  l'on  suppose  le  nombre  £, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  limite  12  de  la  valeur  numérique  du 
rapport 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  numé- 

(')  Lorsque  n  quantités  positives  n,  a\  a".  ...  sont  toutes  supérieures  à  un  nombre 
donné  g-,  et  toutes  inférieures  à  un  autre  nombre  donné  //,  le  produit  naa'...  est  évi- 
demment compris  entre  les  limites  g^",  //";  et,  par  suite,  la  racine  /<''■"*  de  ce  produit  ou 
la  moyenne  géométrique  entre  les  quantités  a,  a',  a",  ...  se  trouve  elle-même  comprise 
entre  les  deux  nombres  s-,  //. 
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rique  du  rapport  ^^^^  converge  vers  une  limite  fixe  ù,  la  série  (i)  sera 
convergente  ou  divergente  suivant  que  cette  limite  sera  inférieure  ou  supé- 
rieure à  l'unité. 

Lorsque,  la  série  (i)  étant  convergente  et  composée  de  termes  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  la  valeur  numérique  U„  du  terme  géné- 
ral décroît  sans  cesse  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  alors,  la  valeur 
du  reste  rn  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 

/•„=(-  i)«[(U„-  U„^.)  +  (U«+2  -  U„+3)  +•  •  •] 

ou  sous  la  suivante 

,•„  =  (-  lY'^  [(U„ -  U„+i)  +  (U„+2  -  U„+3)  +  •  •  •]' 

selon  que  le  premier  terme  u^  est  positif  ou  négatif,  le  reste  r„  change 
de  signe  quand  on  fait  croître  n  d'une  unité.  Par  suite,  la  somme  s  de 

la  série  est  comprise  entre 

Sfi    et    •^/j-M» 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IIL  —  Lorsque,  une  série  convergente  étant  composée  de  termes 
alternativement  positifs  et  négatifs,  la  valeur  numérique  de  chaque  terme 
est  inférieure  à  celle  du  terme  précédent,  la  somme  de  la  série  est  com- 
prise entre  le  premier  terme  et  la  somme  des  deux  premiers ,  entre  cette 
dernière  somme  et  celle  des  trois  premiers ,  etc. 

Si  l'on  multiplie  par  une  constante  a  les  différents  termes  de  la 
série  (i),  on  obtiendra  la  suivante 

(i3)  «Wo>     ««1»     «"2>     ••• 

dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes,  savoir 

rt  (  Mo -+-  "l  +  •  •  • -^-  "«-1  )  =  ^^«' 

convergera  vers  une  limite  fixe  as  si  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  (i)  converge  vers  une  limite  fixe  s,  et  ne  convergera  vers 
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aucune  limite  dans  le  cas  contraire.  Cette  remarque  suffît  pour  établir 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  5/  l'on  multiplie  les  différents  termes  de  la  série  (i)  par 
une  constante  a,  la  nouvelle  série  ainsi  obtenue  sera  convergente  ou  diver- 
gente suivant  que  la  série  (i)  sera  elle-même  convergente  ou  divergente, 
et  Ion  aura  dans  le  premier  cas 

(i4)  aao+  ««1+  aUi-{- .  .  .=  a(î<o+  "i  +  "2  + •  •  •)• 

Corollaire.  —  Si,  dans  l'équation  (i4)»  on  change  a  en  -,  on  trou- 
vera 

«0+  "1+   '^2+-  •  •  "0      ,       «I       ,       «î      , 

(i5) — 1 1 1-  .  .  . . 

^     '  a  a         a         a 

Si,  les  séries 

Uq,  Mj,  «2»         •  •  •  » 

V^,  (^„  V^y  ..., 

Wo,     Wi,     iVi,      ..., 


étant  convergentes  et  ayant  pour  sommes  respectives  s,  s\  s" on 

fait 

S'n~  <'o  +  ^1   +•  •  •+  *'«-!, 
5;;  =  Wo  -+-  W,  +  .  .  .  +  W„_i , 


alors,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  s^  convergera  vers  la  limite  s, 
s'^  vers  la  limite  s',  . . .,  et  par  suite  les  sommes 

Sn  ~^  ^n^      Sn-\-  Sfi-h  S,i,        ... 

des  n  premiers  termes  des  séries  qui  auront  pour  termes  généraux 
convergeront  vers  les  limites 
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On  peut  donc  encore  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  V.  —  Lorsque  plusieurs  séries  sont  convergentes ,  l'addition 
de  leurs  termes  généraux  fournit  le  terme  général  d'une  nouvelle  série  qui 
est  elle-même  convergente  et  dont  la  somme  résulte  de  l'addition  des 
sommes  des  séries  proposées. 

On  a,  en  vertu  de  ce  théorème, 


(i6) 
(•7) 


(  «0  +   «1  +  '^2  +  •  ■   •  )  +   (  <'0  +  <'l  +  «'2  +  •  •  •  ) 
=  ("O-H   <'o)  +   («1+  t^l)  +  («2+  ('2)  +•  •  -, 

(  «0  +  «1  H-   «2  +  •••)-+-(  <'0  +  <^1  +  ('2  +  •••)  +  (  «I^'O  +  «'l  +  <^^2  +  •••  ) 


Théorème  VI.  —  Si,  les  deux  séries 
(18) 


Uq,  Mj,  W,,  .    . 

<'0,         ('1,         ^^2,         .  . 


étant  convergentes  et  ayant  pour  sommes  respectives  s,  s',  chacune  de  ces 
deux  séries  reste  convergente  lorsqu'on  réduit  ses  différents  termes  à  leurs 
valeurs  numériques,  alors  la  série 

(^9)  "o*'o>       «o^^iH-  «i^'o,      «0^2+ Wit^i+  «2<'0>       •••, 

dont  le  terme  général  est 

sera  elle-même  convergente  et  aura  pour  somme  le  produit  ss' ,  en  sorte 
qu'on  trouvera 


(20) 


(  Mo  +  «1  +   «2  +  •  •  •  )  (  ^'O  +   t^l  H-  ^'2  +  •   .   .  ) 


Démonstration.  -  Soient  s^,  s]^  les  sommes  des  n  premiers  termes 
des  séries  (18),  et  s]^  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (19). 
Représentons  par  m  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  ^~', 
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et  supposons  d'abord  que  les  différents  termes  des  séries  (i8)  soient 
tous  positifs.  On  aura  évidemment,  dans  cette  hypothèse, 

<  («0+  Wi  +  .  .  .+  ?<„-i)(('o-+-  t^l  +  .  .  •+  ^„-,) 
>   («0+   «l  +  .  •  .+  U,n)       (^0+  t'i  +  .  .  .4-  i'oi) 

ou 

^ n  *^  */i  ^n 

^  ^iii  +  l  ^m+l  • 

Concevons  maintenant  que  l'on  fasse  croître  n  au  delà  de  toute  limite. 
Le  nombre  m,  qui  ne  peut  être  que  '-^—^  ou  '^-^— '  croîtra  lui-même 
indéfiniment,  et  les  deux  sommes  s„,  ^,„+<  convergeront  vers  la  limite  s, 
tandis  que  s[^  et  s'^,^^^  convergeront  vers  la  limite  s'.  Par  suite,  les  deux 
produits  Sns[^,  ^/n+.^i„+,  et  la  somme  s^,  comprise  entre  ces  deux  pro- 
duits, convergeront  vers  la  limite  ss'-,  ce  qui  suffît  pour  établir  le  théo- 
rème énoncé.  Il  en  résulte  aussi  que  l'expression 

(21) 

(  +  (  M„_i  ^1  +  «„_2  (^2  +  ...  H-  «2  «^1-2  +  «1  ^'n-l  ) 

convergera,  dans  l'hypothèse  dont  il  s'agit,  vers  la  limite  zéro. 

Supposons  à  présent  que,  les  différents  termes  des  séries  (i8)  con- 
servant les  mêmes  valeurs  numériques,  tous  ces  termes,  ou  quelques- 
uns  d'entre  eux,  viennent  à  changer  de  signe,  ce  changement  ne 
pourra  que  diminuer  la  valeur  numérique  du  second  membre  de  la 
formule  (21).  Donc  cette  valeur  numérique,  ou  celle  de  la  différence 

s  s'  —  ç" 

convergera  encore,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite 
zéro,  et  s"^  vers  la  limite  ss'  du  produit  s^s'^^.  Donc  alors  la  série  (19) 
sera  encore  convergente  et  aura  pour  somme  le  produit  ss'. 

Lorsque,  les  termes  de  la  série  (i)  renfermant  une  certaine  va- 
riable ûOy  cette  série  est  convergente  et  ses  différents  termes  fonctions 
continues  de  x  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  attribuée  à 
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cette  variable,  la  somme  s^  des  n  premiers  termes,  le  reste  r^  et  la 
somme  s  de  la  série  sont  encore  trois  fonctions  de  la  variable  x,  dont 
la  première  est  évidemment  continue  par  rapport  à  x  dans  le  voisi- 
nage de  la  valeur  particulière  dont  il  s'agit.  Gela  posé,  considérons  les 
accroissements  que  reçoivent  ces  trois  fonctions,  lorsqu'on  fait  croître 
X  d'une  quantité  infiniment  petite.  L'accroissement  de  s„  sera,  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  de  n,  une  quantité  infiniment  petite,  et 
celui  de  r„  deviendra  insensible  en  même  temps  que  r„,  si  l'on  attribue 
à  n  une  valeur  très  considérable.  Par  suite,  l'accroissement  de  la  fonc- 
tion 5  ne  pourra  être  qu'une  quantité  infiniment  petite.  De  cette 
remarque  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VII.  —  Lorsque  les  différents  termes  de  la  série  (i)  sont  des 
fonctions  d'une  variable  Xy  continues  par  rapport  à  cette  variable  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  particulière  pour  laquelle  la  série  est  convergente , 
la  somme  s  de  la  série  est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particu- 
lière, fonction  continue  de  x. 

Considérons  à  présent  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x,  c'est-à-dire  une  série  de  la  forme 

(22)  «0,     a^x,     a^x^^      .  .  ., 

et  soit  (0  la  limite  ou  la  plus  grande  des  limites  vers  lesquelles  con- 
verge, pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  racine  n^*""^^  de  la  valeur 

numérique  de  «„  ou  l'expression  (±:  «,,)".  Comme  la  limite  ou  la  plus 
grande  des  limites  de 

sera 

il  est  clair  que  la  série  (22)  sera  convergente  quand  la  valeur  numé- 
rique du  produit  wa?  sera  inférieure  à  l'unité,  c'est-à-dire  quand  la 

valeur  numérique  de  x  sera  inférieure  à  -■>  et  divergente  quand  la  va- 
leur numérique  de  x  deviendra  supérieure  à  -•  Ajoutons  que  cd  sera 
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précisément  la  limite  de  la  valeur  numérique  du  rapport  ^^^;  si, 

(Xft 

pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  cette  valeur  numérique  converge 
effectivement  vers  une  limite  fixe.  On  peut  donc  énoncer  ce  théo- 
rème : 

Théorème  VIII.  —  Si  oj  désigne  la  limite  ou  lapins  grande  des  limites 

de  l'expression  (=b  ««)",  ou  bien  encore  une  limite  fixe  vers  laquelle  con- 
verge, tandis  que  n  croît  indéfiniment,  la  valeur  numérique  du  rapport 


la  série  (22)  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites 

(23)  -1,      +1, 

et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  hors  de  ces  limites. 

Si  la  série  (22)  est  convergente  pour  des  valeurs  numériques  de  x 
inférieures  à  un  nombre  donné  c,  ce  nombre  sera  nécessairement 
inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  -,  et  la  série  (22  )  continuera  d'être 
convergente  quand  on  remplacera  chaque  terme  par  sa  valeur  numé- 
rique. Gela  posé,  on  déduit  immédiatement  du  théorème  VI  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorème  IX.  —  Si  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x,  savoir 

,      ,.  i     Cfo,        (7,  J-,        <72^^         .  .  ., 

(   ho,      b^x,     bn.x"-,      .  .  ., 

sont  convergentes  pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  un 
nombre  donné  c,  la  série 

(25)  «0^0,     («0^1  + «i^o)-^*^,     {aobo.-haibi  +  aobo)jc\      ... 

sera  elle-même  convergente  entre  les  limites 

OEuires  de  C.  —  S.  U,  t.  X.  o 
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et  l'on  aura,  pour  des  valeurs  de  x  renfermées  entre  ces  limites, 


(26) 


(       =  «0^0 H-  («0^1  +  «1^0) ■^^  -!-  («0^2+  «1^1-+-  a^bo)x^ 


Corollaire  L  —  Si  deux  ou  plusieurs  fonctions  de  x  représentées  par 
y,  z-,  . . .  sont  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  oo  pour  des  valeurs  de  x  com- 
prises entre  les  limites  —  c,  -\- c,  le  produites...  sera,  pour  les 
mêmes  valeurs  de  x,  développable  en  une  semblable  série. 

En  supposant  j  =  5  =  . . . ,  on  obtient  cet  autre  corollaire  : 

Corollaire  IL  —  Si  une  fonction  de  x  représentée  par  j  est  dévelop- 
pable en  une  série  convergente  de  la  forme 

pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  —  c,  -h  c,  le  carré, 
le  cube  de  j  et  ses  diverses  puissances  seront,  pour  les  mêmes  valeurs 
de  X,  développables  en  de  semblables  séries,  de  sorte  qu'on  aura 

j^  =:=  a^  +  2  «0  «1  ^  +  (  2  «0  «2  +  «n -^'^  +  •  •  •  > 


Théorème  X.  —  Lorsque  deux  séries  convergentes,  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x,  conservent  des  sommes  égales  pour 
toutes  les  valeurs  numériques  de  x  qui  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné, 
ces  deux  séries  sont  nécessairement  identiques. 

En  effet,  admettons  que,  pour  des  valeurs  numériques  de  x  infé- 
rieures à  c,  on  ait  constamment 

rto  +  «1  d?  +  aa ^^  +  .  .  .  =  60  +  b^x  +  b^x^^  .  .  . , 

on  en  conclura,  en  supposant  ^r  =  o, 

«0  =■  bç, 
et,  par  conséquent, 

«1  +  «2  ■^  4-  •  •  •  =  ^1  -H  ^2  ^  4-  .  .  . , 
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puis,  en  posant  de  nouveau  x  =  o, 

«1=  61, 
et  ainsi  de  suite. 

Concevons  maintenant  que  dans  la  formule  (5)  on  attribue  à  la 
variable  x  un  accroissement  a,  dont  la  valeur  numérique  soit  très 
petite  et  inférieure  à  celle  de  i  -  ic.  Cette  formule  donnera 

I  —  (j:--h  a)" 


(27)  n-(.r  +  a)  +  (j:-  +  a)--f-...+  (j:'  +  a)' 

et,  comme  on  aura 


I  — (.c  +  a)  ' 


1  —  J7  —  a        I  —  a? 


on  trouvera  encore 


1  —  ^ 


{i  —  œ)-     {i  —  ^y 


(28)  \ 


I -I- (j7  +  a)  +  (^^+ 2a,3;  +  a^) +.  .  . 
puis,  en  multipliant  successivement  la  somme 


+ 


J= 


i  —  cc      (i  —  x)'^      {i  —  x-y^ 
par  les  différents  termes  du  polynôme 

(i_^«)_  ,ia^'«-'—  {n),oc''jr''-^  —  .  .  .—  a", 
et  ayant  égard  aux  formules  (i4)  et  (26),  on  tirera  de  l'équation  (28) 

+  [1  + 2.z'  + 3^*  +  .  .  .4- (/i  — 1)  ^"-^ja 


(29) 


~    i  —  a:         \_{i  —  x)^         I  —  j:  J 
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D'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  X,  les  coefficients  des  puissances 
semblables  de  a  devront  être  les  mêmes  dans  les  deux  membres  de 
l'équation  (29).  On  aura  donc  encore 

/  I  ^n 

1+     .r  +     .372 +  ...4-  ^«-'= , 

l  '  I  —  X  \  —  X 

I  T  T*"  /ï    rg\tt —  1 

(5o)  /  ^  '  {^  —  xf        {^  —  xf         \  —  X 

I  +  'ix  +  ^x--\-...  .-h  (/i  —  \)^_x''- 


(l  —  xy  {l  —  xf  (1  —  X)' 


et  généralement 

/    I  4-  {m),„_,X  +  (m  +!),„_,  .2-2  +  .  .  .^_  (,i  _  ^^^^^_^^n-m 

(^^)     i I  X"-  nx''~^  («),„-,  iC«-"'+' 


(i  — ^)"'        {i  —  x)'"        (i  — d7)'"-i       ■■■  I  — .r 

D'autre  part,  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  série 

(32)  I,     {m),„_,x,     {,n-^i),„_^x\      ...,     (/«  - 1),„_,  j7"-"%      ..., 
qui  a  pour  terme  général 

(33)  {^m-^  n  —  \)„,_.ix"', 

reste  convergente  pour  toute  valeur  numérique  de  x  inférieure  à 
l'unité.  Car,  pour  déduire  la  série  (32)  de  la  série  (22),  il  suffit  de 

poser 

a„=(/;i  +  /i  —  i),„_,=r  (m  +  «  — i)„, 


et  l'on  trouve  alors 


«„-t-i  '^^  +  w  m  —  I 

a„  «  + 1  n  -\- 1 


Or,  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  ji,  sans  changer  la 
valeur  de  m,  la  valeur  précédente  du  rapport  ^^^^'  convergera  vers  la 
limite  w  =  i.  On  aura  donc  aussi  -  =  i,  et  la  série  (32),  en  vertu  du 
théorème  VIII,  sera  convergente  pour  les  valeurs  de  x  renfermées 
entre  des  limites  x=  —  i,x=  +  i.  Donc,  pour  de  semblables  valeurs 
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i\o.x,  l'expression  (33)  et  celle  qu'on  on  déduit  on  remplaçant  n  par 
n  —  m  -{-i,  savoir 

(34)  {n),„_,.v'^-""^\ 

deviendront  infiniment  petites  en  mémo  temps  que  -•  Par  consé- 
quent, si,  la  valeur  numérique  de  x  étant  inférieure  à  l'unité,  on  fait 
croître  indéfiniment  le  nombre  n,  les  quantités 

dont  les  premières  sont  ce  que  devient  la  dernière  quand  on  attribue 
successivement  à  m  les  valeurs  particulières  i,  2,  3,  . . . ,  convergeront 
toutes  vers  la  limite  zéro,  et  l'on  tirera  de  la  formule  (3i) 

(35)  1  +  (m),„_,a.-  +  (m  +  i),„_,  x'-  -f-  (m  4-  2),„_,  œ^  +  ...=  j^ZT^Tyl 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(36)  n-(;«)i^  +  (m-+-i)2^'-+-(^  +  ^0î^'-+----=  JYZT^i' 
On  trouvera,  par  exemple, 

I  -h     X  -{-     X^-h       ^'  H-  .  .  .  =: ) 


(37)  {  (I-^)' 


{i-xf 


Ajoutons  que  l'équation  (35)  ou  (36)  peut  encore  s'écrire  comme  il 

suit: 

,.,„,      ,  ,  m  m(m-{-i)    ^       m(m -h  i)  (ni -h  2)     , 

(38)     (i  —  ^  --'«  =  iH x-\ ^- '  x^  H ^ — '-^- '  .r'  +    ... 

I  1.2  1.2.3 

Si  dans  cette  dernière  on  remplace  x  par  —  x,  on  obtiendra  la  sui- 
vante , 

/ov     ,  ,  m  m(m-\-i)    ,       m(m  -\- 1)  (m  +  2)    , 

(30)     (i-f-o--)-"'^! X -\-    — -x^ -^ — ---^ -x^+..., 

I  1.2  I .2.3 
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qui  subsiste,  comme  la  formule  (38),  pour  des  valeurs  numériques 
de  X  inférieures  à  l'unité.  Enfin,  si  dans  la  formule  (35)  on  remplace 
X  par  ->  celle  qu'on  obtiendra,  savoir 


m  .  m ( m  -\-  i)  .    ^ 

(4o)  (^--f- «)-'«— a-'" a-"'-^x-\ ^ -a-'"--j;-—.  .., 

^^    '  ^  ^  I  1.2 

subsistera  pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  celles  de  a, 
et  sera  précisément  ce  que  devient  la  formule  (2)  du  §  II,  quand  on  y 
remplace  m  par  —m, 

§  VII.  —   Développements  des  exponentielles  e^,  A^. 

Si,  dans  la  formule  (6)  du  §  II  et  la  formule  (38)  du  §  VI,  on  rem- 
place X  par  a,  elles  donneront 


lit  i^  »  \       lit  u.    I 

(X)      04-ar    =:i  +  ma+-^fi--j  +  -^-^( 


m'' a-  I  I  \         m^  Cf.     /  i   \  /  2 

I I 

ni  /  \         m 


m'''a}  /  I  \        m}ci?  (         i  \  /         2 

^    ^  '  1 . 2    \         m  j        1 . 2 . 3  \         /«  /  V         "' 

Si  maintenant  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  m  et  décroître 
indéfiniment  la  valeur  numérique  de  a,  mais  de  manière  que  le  pro- 
duit 


converge  vers  une  limite  finie  x,  les  divers  termes  du  second  membre, 
dans  chacune  des  formules  (i)  et  (2),  s'approcheront  sans  cesse  des 
différents  termes  de  la  série 

(3)  I,     œ,     ,     ■ -,      •••, 

^    '  1 .2         I  .2.3 

qui  restera  convergente  pour  une  valeur  finie  quelconque  de  la  va- 
riable X.  En  effet,  le  terme  général  de  la  série  (3)  sera 


1.1.  .  .n 
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et,  si  l'on  pose 


1.2. ..n 

le  rapport 


a 


«4-1    ^ 

a„         /i  +  I 


convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite  w  —  o. 
Donc  la  série  (3)  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x- 
comprises  entre  les  limites 


I  I 

a:  =: =  —  00,  X  :=■■-=:  ce, 

o  o 


c'est-à-dire  pour  une  valeur  finie  quelconque  de  la  variable  x.  Cela 
posé,  en  admettant  que  l'on  ait 

(4)  ï\m{moc)  =  a;, 
on  tirera  des  formules  (i)  et  (2) 

(5)  lim(i  +  a)'"  =  lim(i  — a)-'"=  [  + ^H h 


1.2        1.2.3 

Il  y  a  plus  :  pour  que  la  formule  (4)  entraîne  la  formule  (5),  il  n'est 
pas  nécessaire  que  m,  venant  à  croître  indéfiniment,  conserve  tou- 
jours une  valeur  entière.  Car,  si  l'on  nomme  fji  une  quantité  positive 
qui  croisse  indéfiniment  tandis  que  a  diminue,  mais  de  manière  que 
l'on  ait 

(6)  \\m{ix(x)  =:x, 

et  m  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  à  u.,  alors,  [f.  étant  ren- 
fermé entre  les  deux  nombres  m,  m  -h  i ,  le  rapport  —  ?  compris  entre 

1  et  I  H ,  aura  pour  limite  l'unité.  Donc  la  formule  (6)  entraînera 

les  formules  (4),  (5),  et,  comme  on  aura  d'ailleurs 
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par  conséquent, 

lim(i  +  a)V-=  lim(i  +  a)"',         lim(i  —  a)-!^=Iim(i  —  a)-"% 
on  trouvera  encore 
( 7 )  lim (  14-  a)!^  —  lim  ( I  —  a)-t^-  =  I  +  ^• 


1.2  I  .2.3 


La  formule  (6)  sera  vérifiée,  si  l'on  suppose 

puisque,  dans  cette  hypothèse,  on  aura  constamment  \^'y.  —  x.  Alors  la 
formule  (7)  donnera 

f  _  r  23 

(8)  lim(i+a)«— lim(i  — a)    «:^n-.r+—     +-^ h...: 

1.2        1.2.3 

puis,  en  réduisant  x  à  l'unité,  et  nommant  e  la  somme  de  la  série  (3) 
pour  X  —  I,  en  sorte  qu'on  ait 

(9)  ■    .e=:  1  +  1+   ~-  H ^—-  4-.  ..=12,7182818.  .., 

1.2  1.2.3  ' 

^)n  trouvera 

i  _i 

.(10)  lim(i  + a)*==lim(i  —  a)    «=e. 

On  aura,  par  suite, 

<iO  lim(i  + a)^r~lim(i  — a)    «— e^, 

^t  l'on  tirera  de  la  formule  (i  i),  jointe  à  la  formule  (8), 

(13)  e^—\-^x-\ \- — — -+ 

1.2        1.2.3 

Le  nombre  e  est  celui  qui  sert  de  hase  au  système  des  logarithmes 
qu'on  appelé  hyperboliques  ou  népériens.  L'équation  (12),  qui  fournit 
le  développement  d'une  exponentielle  de  la  forme  e''  en  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  subsiste  quelle  que 
soit  la  valeur  finie  attribuée  à  la  variable  x. 
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Si,  a  étant  positif,  on  prend  x  =  moL,  les  formules  (i),  (2)  donne- 


ront 


(i3) 


i.2\        mj        i,2.3\        fnj\        m 

(,-.r^=,+.+-:^(',+-L)+^(,+  _L)f,+  ^ 

i.2\         mJ        ï  .2.6  \         rnj  \         m 

et  de  ces  dernières,  comparées  à  l'équation  (12),  on  tirera 

X  X 

(i4)  (i  +  a)^<e^<(i-ar«, 

par  conséquent 

1  _  i 

(i5)  (i  +  a)='<e<(i  — a)~«. 

La  formule  (i5)  subsiste  pour  une  valeur  positive  quelconque  de  a. 

Observons  encore  que,  en  vertu  de  l'équation  (12),  la  formule  (7) 
sera  réduite  à 

(16)  lim(i  +  a)i^=lim(i  — a)-(^=e^. 

Donc  l'équation  (6)  entraînera  toujours  la  formule  (16). 

Soit  maintenant  A  une  quantité  positive  quelconque.  Désignons  à 
l'aide  de  la  lettre  caractéristique  L  les  logarithmes  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A,  et  à  l'aide  de  la  lettre  caractéristique  1  les 
logarithmes  népériens,  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e.  Enfin 
soit 

(17)  a  =  lA  =  j^     (») 

le  logarithme  népérien  de  A.  On  aura 

(18)  A  =  e« 

(•)  Le  logarithme  x  =  Lj  du  nombre  j-,  dans  le  système  dont  la  base  est  A,  n'est  autre 
chose  que  l'exposant  x  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  A  pour  obtenir  y,  c'est- 
à-dire  la  valeur  de  j  propre  à  vérifier  l'équation 

j  =  A^. 

Cela  posé,  soient  a:'=  L'/  et  ^  =  L'A  les  logarithmes  de  y  et  de  A,  relativement  à  une 
OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  X.  9 
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et,  par  suite, 

(iq)  \^ r=.  e'^^  =:l  \  ^  a X -\ \ -- 

I  .2  I  .2.3 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

^MA2       x^\k? 


(20)  A^  =  i  +  a7lAH- 


1.2.3 


Cette  dernière  formule  subsiste,  comme  l'équation  (12),  pour  une  va- 
leur finie  quelconque  de  la  variable  x. 

§  VI H.  —  Des  séries  doubles  ou  multiples.  Nombres  de  Bernoulli. 
Soient 


(0 


'^0,0>  ^0,1>  '^0,2)  •  •  •  > 

^^1,0»  "l,H  ''l,2>  •  •  •  » 

"2,0>  "2,15  '^2,2>  •  •  •  y 

\     ...,  ...,  ...,  ... 


des  quantités  quelconques  rangées  sur  des  lignes  horizontales  et  ver- 
ticales, de  manière  que  chaque  série  horizontale  ou  verticale  renferme 
une  infinité  de  termes.  Le  système  de  ces  quantités  sera  ce  qu'on  peut 
appeler  une  série  double,  et  ces  quantités  elles-mêmes  seront  les  diffé- 
rents termes  de  la  série,  qui  aura  pour  terme  général 


m,  m!  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques.  Pareillement,  on 

nouvelle  base  A'  distincte  de  A.  On  aura 

A  :=  A'*,        A-^  =  A'*^ 
et,  par  suite, 

x'=^  hx.         —  z^  b. 

X 

Donc  le  rapport  entre  les  logarithmes  x\  x  dej,  dans  deux  systèmes  différents,  conserve 
la  même  valeur  h,  quel  que  soit  r.  Si  l'on  pose  en  particulier  A'=  e,  on  trouvera 

1 A  —  —  _  ^'^  _    ' 
LA       Le       Le 
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peut  imaginer  une  série  triple,  dont  le  terme  général 


serait  une  fonction  donnée  des  trois  indices  ou  nombres  entiers  m, 
m! ,  m",  une  série  quadruple,  ...,  et  finalement  une  série  multiple  dont 
le  terme  général  serait  une  fonction  de  divers  indices  m,  m',  m", 
m",  ...,  chacun  de  ces  indices  pouvant  recevoir  successivement  les 
valeurs  entières 

O,       I,      2,      3,      4,       

Cela  posé,  nommons  s^  la  somme  formée  par  l'addition  d'un  nombre 
fini  ou  même  infini  de  termes  de  la  série  multiple,  cette  somme  étant 
composée  de  manière  qu'elle  renferme  au  moins  tous  les  termes  dans 
lesquels  la  somme  des  indices  est  inférieure  à  n,  et  que  jamais  elle  ne 
comprenne  un  terme  correspondant  à  des  indices  donnés,  sans  ren- 
fermer en  même  temps  tous  les  termes  qu'on  en  déduit  en  remplaçant 
ces  mêmes  indices,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  par  des  indices 
moindres.  Si,  toutes  les  fois  que  les  deux  conditions  précédentes  sont 
remplies,  la  somme  s^  converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /^, 
vers  une  limite  fixe  s,  la  série  multiple  sera  dite  co/n^ergente,  et  la 
limite  en  question  s'appellera  la  somme  de  la  série.  Dans  le  cas  con- 
traire, la  série  multiple  sera  divergente  et  n'aura  plus  de  somme.  Si, 
dans  le  premier  cas,  on  pose 

(2)  .Ç  =  ,9„+/-„, 

r„  sera  le  reste  de  la  série  multiple,  et  ce  reste,  qui  représentera  ce 
qu'on  peut  nommer  la  somme  de  tous  les  termes  non  compris  dans  s^, 
deviendra  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  n. 
Enfin,  si  l'on  pose  dans  le  même  cas 

(3)  {     '_   ^ 

('2 ^3 52. 
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et  généralement 

la  série  simple 

(5)  Po,         (^1,         (^2,         ... 

sera  elle-même  une  série  convergente  qui  aura  pour  somme  s,  pour 
terme  général  v,^,  et  pour  reste  r^. 

Comme,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  termes  non  compris 
dans  la  somme  s,^  se  réduiront,  soit  aux  différents  termes  dans  lesquels 
la  somme  des  indices  est  au  moins  égale  à  n,  soit  à  une  partie  de  ces 
mêmes  termes,  on  peut  évidemment  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I,  —  Une  série  multiple  sera  convergente  si,  dans  cette  série, 
les  termes  où  la  somme  des  indices  devient  au  moins  égale  à  n,  étant 
ajoutés  les  mis  aux  autres  en  tel  nombre  et  en  tel  ordre  que  l'on  voudra, 
fournissent  une  somme  qui  devienne  infiniment  petite  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  n. 

Il  y  a  plus  :  si  tous  les  termes  de  la  série  multiple  sont  positifs,  cette 
série  ne  pourra  être  convergente  sans  que  la  condition  que  nous 
venons  d'énoncer  soit  remplie,  et,  dans  ce  cas,  on  pourra  évidemment, 
sans  détruire  la  convergence  de  la  série,  changer  les  signes  de  tous 
ses  termes  ou  de  quelques-uns  d'entre  eux.  On  peut  donc  encore 
énoncer  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  —  Une  série  multiple  est  toujours  convergente,  lorsque 
les  valeurs  numériques  de  ses  différents  termes  forment  une  série  conver- 
gente. 

Si  les  différents  termes  de  la  série  proposée  étaient  les  uns  positifs, 
les  autres  négatifs,  il  pourrait  arriver  que  la  série  fût  convergente,  et 
que  les  termes  dans  lesquels  la  somme  des  indices  serait  au  moins 
égale  à  n,  étant  ajoutés  les  uns  aux  autres  dans  un  certain  ordre,  ne' 
donnassent  pas  toujours  une  somme  infiniment  petite  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  n.  Cette  remarque  est  applicable  même  aux 
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séries  simples.  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  considère  la  série  simple 

I  I  I  _4_   I  _         ' 

on  aura 


(7)  ^n=i 


III  ,1 

1 1-...±— : 

2        3        4         '  '       n 


et,  comme  les  valeurs  numériques  des  différences 


I  I 

(8)  i^'-^^--'--^^n-\-i        «  +  2 

I  I 


^  \n-\-i         n  -\-  1        /i  4-  3 


seront  toutes  renfermées  entre  les  limites 

III 

(9) , ,     ..., 

n  +  i        n  +  1        n-\-i 

qui  deviennent  infiniment  petites  pour  des  valeurs  infiniment  grandes 
de  n,  on  peut  affirmer  que  la  somme  s^  convergera  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n  vers  une  limite  fixe  5,  et  que  la  série  (6)  sera  conver- 
gente. Mais,  si,  au  lieu  d'ajouter  les  uns  aux  autres  les  termes 

-_-L_      ^-_L_      -  _J_ 

Il  +  \  n  -[-  1  n-\-ô 

pris  dans  l'ordre  où  ils  se  trouvent,  on  venait  à  intervertir  cet  ordre 
en  choisissant  parmi  eux  des  termes  affectés  du  même  signe,  par 
exemple,  les  suivants 


la  valeur  numérique  de  la  somme  de  ces  derniers  termes,  savoir 

I  I  I 

/i-i-2        «  +  4  on 
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surpasserait  évidemment  le  produit 


I        I 

6n        6 


et  cesserait  d'être  infiniment  petite  pour  des  valeurs  infiniment  grandes 
da  n. 

Lorsqu'une  série  multiple  est  uniquement  composée  de  termes 
positifs,  alors,  pour  que  la  condition  énoncée  dans  le  théorème  I 
soit  remplie,  et  par  suite,  pour  qu'on  soit  assuré  de  la  conver- 
gence de  la  série,  il  suffît  évidemment  qu'en  adoptant,  pour  former  la 
somme  désignée  par  s^,  un  des  différents  modes  qui  peuvent  satisfaire 
aux  conditions  précédemment  indiquées,  on  obtienne  une  valeur 
de  Sn  qui  converge  vers  une  limite  fixe  s,  tandis  que  n  croît  indéfini- 
ment. De  cette  remarque,  jointe  au  théorème  II,  on  déduit  immédia- 
tement la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Nommons  s^  la  somme  formée  par  l'addition  d'un 
nombre  fini  ou  même  infini  de  termes  d'une  série  multiple,  celte  somme 
étant  composée  de  manière  qu'elle  renferme  au  moins  tous  les  termes  dans 
lesquels  la  somme  des  indices  est  inférieure  an,  et  que  jamais  elle  ne  ren- 
ferme un  terme  correspondant  à  des  indices  donnés,  sans  renfermer  en 
même  temps  tous  les  termes  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  ces  mêmes 
indices  par  des  indices  moindres.  Si,  dans  un  cas  particulier  où  ces  deux 
conditions  soient  remplies,  la  somme  s^  et  celle  qu'on  obtient  en  substi- 
tuant aux  différents  termes  qui  la  composent  leurs  valeurs  numériques 
convergent  l'une  et  l'autre  vers  des  limites  fixes,  il  en  sera  de  même  dans 
tous  les  cas,  et  la  série  proposée  sera  convergente. 

Scolie.  —  Il  est  important  d'observer  que  les  deux  sommes  dont  il 
s'agit  ici  convergeront  vers  des  limites  fixes,  si  la  série  (5)  et  celle  en 
laquelle  la  série  (5)  se  transforme  lorsqu'aux  sommes  de  termes  dési- 
gnées par  Çq,  p,,  V2,  ...  on  substitue  les  sommes  des  valeurs  numé- 
riques de  ces  mêmes  termes  sont  l'une  et  l'autre  convergentes. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  série  double,  par  exemple  la 
série  (i).  Si  cette  série  est  convergente,  alors,  en  prenant  pour  ^^j  la 
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somme  des  termes  dans  lesquels  les  indices  offrent  une  somme  infé- 
rieure à  n,  on  trouvera 

et  la  série  (5),  réduite  à 

(il)  Wo,0)         "0,H-"l,0)         '^0,2+  "l,l+  "2,05         •••> 

sera  une  série  simple  convergente,  dont  la  somme  s  ne  différera  pas 
de  celle  de  la  série  double.  Si,  dans  le  même  cas,  on  prend  pour  s,,  la 
somme  des  termes  où  le  premier  indice  est  inférieur  à  n,  on  trouvera 

(12)  f„=  "«,0  + "/M  +  "«,2  +  - •  •; 

par  conséquent,  chacune  des  séries  horizontales  comprises  dans  le 
Tableau  (i)  sera  convergente,  et  les  sommes  de  ces  séries  conver- 
gentes, savoir 

"'0,0"+"  "0,1  +  ''0,2  " 

,     ov  ;     -1,0+   "1,1+   ''1,2 

(i3)  { 

''2,0  ~H  ''2,1  +  "2,2 


formeront  elles-mêmes  une  nouvelle  série  convergente  dont  la  somme 
sera  encore  s.  Enfin,  si  l'on  prend  pour  s,j  la  somme  des  termes  de  la 
série  double  où  le  second  indice  est  inférieur  à  n,  on  trouvera 

(i4)  ('«^  «o,«+ "i.«+ '^2,«-t-- •  •; 

par  conséquent,  chacune  des  séries  verticales  comprises  dans  le 
Tableau  (i)  sera  convergente,  et  les  sommes  de  ces  séries  conver- 
gentes, savoir 


(,5) 


^0,0  +  '^1,0  +  ''2,0  -i-  •  •  • , 

«0,1+   "1,1+  «2,1  +  -  •  -, 
^0,1  ~f~  '^1,2  ~t~  '^2,2  4-  •  •  •  , 


formeront  à  leur  tour  une  nouvelle  série  convergente  dont  la  somme 
sera  encore  s.  Ajoutons  que  du  théorème  III  et  du  scolie  placé  à  la 
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suite  de  ce  théorème  on  déduira  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante ; 

Théorème  IV.  —  Si  des  trois  séries  simples  (ii),  (i3),  (i5)  l'une  est 
convergente  et  demeure  convergente,  tandis  que  l'on  remplace  les  quan- 
tités Mp  0,  w,  (,,  Mo  , ,  ^2,0»  •  •  •  par  leurs  valeurs  numériques,  les  deux  autres 
seront  pareillement  convergentes,  et  la  série  (i)  sera  une  série  double  con- 
vergente, dont  la  somme  ne  différera  pas  de  celles  des  trois  séries  simples 
dont  il  s'agit. 

Pour  exprimer  que  s  représente  la  somme  de  la  série  (i)  supposée 
convergente,  nous  écrirons  simplement 


(i6) 


"^0,0  ""  "0,1  1"  <*0,2  " 
'l,0  ^~  '^1,1  ~^~  '^1,2 
^2,0  '^  ^2,1  +  ^^2,2 


Soit  maintenant  z  une  fonction  de  deux  variables  x,  y.  Pour  que 
cette  fonction  soit  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  y,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  pour  que  z  puisse  être  considéré  comme  équivalent  à 
la  somme  d'une  semblable  série,  il  ne  suffira  pas,  comme  on  pourrait 
le  croire  au  premier  abord,  que  z  soit  développable  en  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
et  le  coefficient  de  chacune  de  ces  puissances  en  une  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  y,  en 
sorte  qu'on  ait 

(17)  Z^=  Uq-\-  U^X  +  UiX'^  +  .  .  ., 

!Uo  =  «0,0  +  «'cij  +  «0,27^  H-  .  .  . , 
"1  =  «1,0  +  «l,l7  +  ^'1,2/^  + .  .  . , 
"2=«2,0+«2,l7  +  «2,27^  +  -  •   •> 

et,  par  suite, 

(  s  =  ao,o  +  «o,i7  +  «o,2y^  +  -  •  •  +  (û'i,o  +  «i,i7-+-«i,2y^^---  ■)^ 
(19)      ] 

(  -f-  («2,0  +  «2,i7  +  «2,27^  +  ...)x^-\-...; 
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mais,  en  vertu  du  théorème  IV,  z  sera  effectivement  développable  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  op,  y,  je  veux  dire,  que  s  sera  la  somme  de  la  série  double 

!^o,o»  '^o.iJK»  ^oif  )  •  •  •» 

^2,0"^"'        ^2,1"^   ,X>        ^2,2'^   y   ^         •   •  •) 


si  le  second  nombre  de  la  formule  (19)  conserve  une  valeur  finie  et 
déterminée,  lorsqu'on  y  remplace  les  variables  x,  y  et  les  coefficients 

^0,0»        ^0,1»        ^0,2»          •••»        ^1,0»         ^1,1>        ^1,2»          •••>         ^2,0»        ^2.1)        ^2,2»         ••• 

par  leurs  valeurs  numériques. 

Pour  éclaircir  ce  qu'on  vient  de  dire  par  des  exemples,  concevons 
d'abord  que  l'on  veuille  développer,  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x,  j,  le  produit 


y  —  jC     i_j 

Alors,  pour  des  valeurs  de  x,  y  propres  à  remplir  les  deux  conditions 
(21)  ^'<i,    j"<i, 


on  aura 

(22) 


l  I 


i  —  x  I— /        I— /        I— y        I— y 


(23)  —  i  +  y4-y2  4-... 

et,  par  suite, 

(24)    (  Tzr^  7:^  =  ('+7  +  j'  +  ---)  +  -3?  (,+^4_^2^  _,) 

!  -+- ^Mi +7+7'  +  - ••)+•••• 

Or,  comme  la  formule  (24)  continuera  de  subsister  quand  on  y  rem- 
placera les  variables  x,  y  par  leurs  valeurs  numériques,  on  peut  affir- 
mer que,  si  les  conditions  (21)  sont  remplies,  le  produit 


I  —  X  I  —  y 

OEuvres  de  C—  S.n.    .X  lO 
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sera  développablo  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x,y,  en  sorte  qu'on  aura 


I  +     7  +     7'  +  • 


i-x i—y 

(25)  <'  +x  -^   xy-\-xy^  +.. 

-1--  x'^  -+-  x'^-y  4-  x'^y^  -\- .  . 


qu'alors  aussi  chacune  des  lignes  horizontales  ou  verticales  comprises 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (20)  offrira  une  série  simple 
convergente,  et  qu'il  en  sera  encore  de  même  de  la  série  simple 

(26)  I,     x-\-y,     x^ -\- xy -{- y^ ,     x^ -^  x^  y -+- xy^  +  y^ ,     ..., 

ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  en  écrivant  les  divers  termes  de  cette 
dernière  comme  il  suit  : 

X  —  y       x^  —  Y^        x^  —  y^        x^  —  y* 

(27)  ^, ^,      ^,      ■-'-,      .... 

X  —  y         X  —  y  X  —  y  x  ■ —  / 

Considérons  en  second  lieu  la  fonction 


\  —  x  —  y 

Si  l'on  suppose  remplies  les  deux  conditions 


(28) 

7*<r,     x''<{i—yy, 

on  aura 

(29) 

I 

I                  X                  x''- 

1  —  X 

1 

y      î— 7  '  (1—7)'      {^  —  y? 

I 

'_           —  I  -T-    j    1      7  -  i       J     1   . . . 

(3o) 

U 

_            —  I  ■!■  2J   -1    .3J       i       4J       1    .  .  . 

t 

(' 

_  y.3  —  '   '   '^7   1   ^^7    '   loj     1  •  •  • 
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et,  par  suite, 

(3i) 


i  —  oo—y 


:zzi  -^  y  ^y^-h.  .  .^  a;{i  +  2y  +  3  j-  -h .  .  .  ) 


Toutefois,  on  ne  saurait  conclure  de  la  formule  (3i)  qu'on  ait  toujours, 
quand  les  conditions  (28)  sont  remplies, 


I  —  ^  —  y 


(32) 


I  +        7+  7--+-  7'  + 

-^  or  -h  2  jc  y  -h  ^x  y^-h  [\x  y^  -\- 
4-  x'^  4-  3  x'^y  -+-  6  x'^y^  -+-  i  o  ^^  j^  4- 
H-  ^^  -4-  4  ■^^^J  4-  I  o  o;^ j'^  H-  20  x^y^  4- 


et  que,  en  conséquence,  la  série  simple 

I,      J7  4-J,      x-4-2^jK4-J-,      a?*4- 3.57^/ 4- 3^/-4- J^       ..., 

c'est-à-dire  la  progression  géométrique 

soit  alors  nécessairement  convergente;  car  il  est  visible  que  celte  pro- 
gression sera  divergente,  lorsque  les  variables  x,  y  étant  négatives 
recevront  des  valeurs  numériques  inférieures  à  l'unité,  mais  dont  la 
somme  surpassera  l'unité,  par  exemple  lorsqu'on  supposera 


y 


et,  par  suite. 


y 


Alors,  cependant,  les  conditions  (28)  seront  remplies.  Mais,  si,  la 
valeur  numérique  de  y  étant  inférieure  à  l'unité,  la  valeur  numérique 
de  X  ne  surpasse  pas  la  plus  petite  des  deux  quantités 

1—7.     I-+-7' 
la  formule  (3i)  continuera  de  subsister,  tandis  qu'on  y  remplacera  les 
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variables  x,  y  par  leurs  valeurs  numériques,  et  entraînera  l'équa- 
tion (32). 

Concevons  à  présent  que,  pour  des  valeurs  numériques  de  x  infé- 
rieures à  c,  la  fonction  j  de  x  puisse  être  développée  en  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  et 
que,  pour  des  valeurs  numériques  de  y  inférieures  à  c',  la  fonction  z 
de  y  puisse  être  développée  en  une  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  dey,  de  sorte  qu'on  ait,  entre 
les  limites  x  =  ~  c,  x  =  c, 

(33)  J' m  «0  ~1- ^1-3?  +  «2-3?"  +  - •  • 

et,  entre  les  limites  j  =  —  c',  j  =  c', 

(34)  z=zbo-h  biy-]-b^j--+- 

Les  quantités  J^  J^  ...  pourront  elles-mêmes,  pour  des  valeurs 
numériques  de  x  inférieures  à  c,  être  développées  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  à 
l'aide  des  formules 

/   J^  :=  «^  +  2  «0  «1  -^  +  (  2  «0  ^2  +  <^i  )  >^^  +  .  .  . , 


(voir  le  §  VI,  théorème  IX,  corollaire  II),  et  l'on  aura,  par  suite, 

(36)  z  '—  b^-i-  ùi{aQ-^  ayjc  -h  a^a;--^ .  ..)  +  ^2(^0  "•"  ^'^o^i'^  +  •••)+•••  • 

Toutefois,  on  ne  devra  point  conclure  de  la  formule  (36)  que  z  soit 
développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x,  et  que  l'on  ait 

(37)  -  —  ^0  +  '^o'^i  +  «0  ^2-H---+  («1^1  +  2ao«i^2+---)-^  +  («2^l+•••)'^^^-••• 
pour  toutes  les  valeurs  numériques  de  x  qui,  étant  inférieures  à  c, 
fournissent  des  valeurs  numériques  de  y  inférieures  à  c'.  Mais,  en 
vertu  du  théorème  II,  la  formule  (87)  deviendra,  pour  une  valeur 
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donnée  de  x,  une  conséquence  nécessaire  de  la  formule  (36),  si  les 
séries  comprises  dans  les  seconds  membres  des  formules  (33),  (34) 
restent  convergentes  quand  on  réduit  chaque  terme  à  sa  valeur  numé- 
rique après  avoir  substitué  dans  la  première  série  la  valeur  donnée 
de  X,  et  dans  la  seconde  série  une  valeur  de  y  égale  à  la  somme  des 
valeurs  numériques  des  termes  de  la  première  série.  Or  c'est  ce  qui 
arrivera  nécessairement,  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  numérique 
inférieure  à  c,  et  pour  laquelle  la  somme  des  valeurs  numériques  des 
termes  de  la  première  série  soit  inférieure  à  c'.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Supposons  que,  pour  des  valeurs  numériques  de  x  infé- 
rieures à  c,  y  soit  développahle  en  une  première  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  et  que,  pour  des  valeurs 
numériques  de  y  inférieures  à  c' ,  z  soit  développable  en  une  seconde  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  dey;  z  sera 
développable  en  une  nouvelle  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  la  variable  x ,  pour  toute  valeur  de  cette 
variable  choisie  entre  les  limites  —  c,  -+-  c  de  telle  manière  que  la  somme 
des  i^aleurs  numériques  des  termes  de  la  première  série  soit  inférieure  à  c' . 

Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

(38)  ^^x-i— ^ 

œ 

et 

(39)  •  .-=r_J_:^— ^-_. 

j  . —  y         I  ^  e^-^ 

On  tirera  de  l'équation  (38),  pour  une  valeur  quelconque  de   la 
variable  x, 

''  2  2.3  2.3.4 

et  de  la  formule  (39),  pour  une  valeur  numérique  de  j  inférieure  à 
l'unité, 

(  4  <  )  ;  =  t  -^  J  4-  JÎ  +  j3  _,_  — 
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On  aura  donc 


.  ,  .  t.Z/  •         ce  "  OC 

(42)      Z--\ 


2  2.3  2.3.4  /  \2  2.3  2.3.4 

par  conséquent 


X       x'-       x^         x^ 
I  —  e~^  \  2         6         24        120 


x"' 

x"^ 

5,r* 

\ 

T~ 

"  "6" 

-+- 

72 

■■) 

x"^ 

x'* 

\ 

(  x'^ 

"8"  " 

—  — 

+ 

... 

-t-  ( 

-h. .  . 

8 

/ 

\  ib 

(43) 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  rendront  j-<  r,  c'est-à-dire  pour 
toute  valeur  positive  de  x  et  pour  toute  valeur  négative  comprise 
entre  les  limites  o,  —  i ,  25o . . . ,  le  nombre  i ,  25o . . .  étant  la  racine 
positive  unique  de  l'équation 

( 44 )  1 ô  ~^ o-^f  -f- . . .  =  I         ou         =  2. 

2        2.32.3.4  -J^ 

Or  il  ne  résulte  pas  de  la  formule  (43)  que  la  fonction 


I  —  e~ 


soit  développable,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  en  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  et  que 
l'on  ait  par  suite,  en  prenant  x  >  o, 

,,..  i-e  ^  2  V4       6/  VS       6        247 

(43)  { 

16       8       72        120/ 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,ra\'^  T  I     ^^  I  x*  I  ^^ 

(46) ~-  =  \-\-  -X  ^-  - 


i  —  e--^  2  61.2        3o  1.2.3.4       42   1.2.3.4.5.6       ■■■■ 

Mais,  en  vertu  du  théorème  V,  la  formule  (42)  ou  (43)  entraînera 
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l'équation  (46)  si  la  valeur  positive  ou  négative  de  x  est  comprise 
entre  les  limites 

—  I,25o.  .  .,       +  I,25o.  .  ., 

puisqu'alors  les  valeurs  numériques  des  termes  de  la  série  comprise 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (4o)  fourniront  une  somme 
inférieure  à  l'unité. 

En  calculant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  dans  le 
second  membre  de  la  formule  (45),  on  s'assure  facilement  que  ceux 
de  la  troisième  et  de  la  cinquième  puissance  se  réduisent  à  zéro.  Or 
on  peut  démontrer  qu'il  doit  en  être  de  même  des  coefficients  de 
toutes  les  puissances  de  degré  impair  supérieures  à  la  première,  c'est- 
à-dire  que  la  différence 

(47)  ■ ^ 

développée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  doit  uni- 
quement renfermer  des  puissances  de  degré  pair.  En  effet,  cette  diffé- 
rence, pouvant  s'écrire  comme  il  suit 

48)  -X =^  =  - — ï ::— ' 

2      I  —  e  2         £        _  ± 

e"-  —  e    ''■ 

ne  change  pas  de  valeur  quand  on  y  change  le  signe  de  x.  Son  déve- 
loppement, devant  jouir  de  la  même  propriété,  ne  saurait  renfermer 
les  puissances  impaires  de  la  variable  x. 
Observons  encore  que  l'expression 

,  ,     ,  IX  X  I 

(^9)  -i — — ;  =  ~, -T— =  - 


X'  X* 


1.1.6       i,2.cJ.4.5  2.3        2.3.4.5 

pouvant  être  présentée  sous  la  forme 


X* 


2,3    '    2.3.4.5       ''"/       \2.3       2.3.4.5 
pour  toute  valeur  numérique  de  x  inférieure  au  nombre  2,179. 
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c'est-à-dire  à  la  racine  positive  de  l'équation 

(30)  ^  -\ 4-.  .  .— I  ou  =2, 

^  2.3        2.3.4.5  -ix 

sera  dans  ce  cas,  en  vertu  du  théorème  V,  développable  en  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Donc 
la  fonction 


que  l'on  déduit  de  l'expression  (49)»  en  remplaçant  x  par  ->  et,  par 
suite,  l'expression  (48)  seront  développables  en  séries  convergentes 
ordonnées  selon  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable  x 
pour  toute  valeur  numérique  de  cette  variable  inférieure  au  nombre 
4,35. ..  =  2(2,179. . .).  Donc  la  formule  (46)  subsistera  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites 

^  =  ^4)35...,        ^=:4j35.... 

Il  y  a  plus  :  comme,  pour  de  telles  valeurs  de  x,  le  produit  de  la  somme 

I  i    X-  i  x*  I  x'^ 

\-\ X 


2  61. 2        3o  1.2.3.4       42   1.2.3.4-5.6 

par  la  différence  i  —  (?~^,  à  laquelle  on  peut  toujours  substituer  son 
développement,  savoir 

x"^         ■  x^ 


1.2  1.2.3 


se  réduira  identiquement  à  x,  en  vertu  de  la  formule  (4^),  on  peut 
affirmer  que  cette  formule  subsistera  pour  toute  valeur  de  x  inférieure 
au  nombre  c,  si  ce  nombre  est  tel  que  la  série 


I  \      X^  \  X* 

-  X, 


2     '     61. 2  3o  1.2.3.4       42  1.2.3.4-5.6 

reste  convergente  entre  les  limites  x  —  —  c,  x  =  c.  Donc,  par  suite, 
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la  formule 

(•"^O     ^~^:^zr^x'^^-^-^-T:^~~To  1.2.3.4^4^  1.2.3.4.5.6  "•"' 

que  l'on  déduit  de  l'équation  (46),  on  y  remplaçant  x  par  -ix,  subsis- 
tera pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x  =  —  ic, 
X  =  ic.  Nous  prouverons  plus  tard  que  le  nombre  c,  dont  il  s'agit  ici, 

est  précisément  égal  à  -• 

Quant  aux  facteurs  numériques 


(52) 


1         I  I 

6'     3o       42 


qui,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (46)  et  (5i),  se  trouvent 
pris  tantôt  avec  le  signe  +,  tantôt  avec  le  signe  —,  et  multipliés  par 
les  divers  termes  des  développements  des  fonctions 


oX  _|_  g-X  g2X  _J_  Q-1X 

1     et     


ils  sont  ce  qu'on  appelle  les  nombres  de  Bernoulli. 

§  IX.  —  Sommation  des  puissances  entières  des  nombres  naturels. 
Volume  d'une  pyramide  à  base  quelconque, 

A  l'aide  des  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents,  on 
peut  aisément  déterminer  la  somme  des  m'^m''^  puissances  des  nom- 
bres naturels 

I,         2,         O,  •••,         t^y 

savoir 

(i)  i  +  2'«-f-3'«4-. .  .  +  /i'"=S(/i"'). 

En  effet,  comme  on  a 

n{n  -\-  I  )  =  «-H-  II, 

n(n  -{-  I  )  (  n  +  2  )  =:  /i^  +  3  w^  4-  2  «, 

n{n  +  i)  (/i  -h  2)  («  +  3)  =:  «*+  6n^-\-  i  i/i^'-h  6/1, 


OEuvres  de  C.  -  S.  H,  t.  X.  ï  I 
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les  formules  (i5)  du  §  1  donneront 

n(n  -T-  i) 


S{n)=. 


S(n2)+    S(/0  = 


n(n  -{-  \)  ( n  -h  ot) 


(2) 


S(/i')+   3S(/i'')  +  2S(/0 


_  n(n  -i-  i)  (n  -+-  2)  (n  -h  3) 


S(«*)  +  6S(n3)  +  1 1  S(«2)  +  6S(n) 


«.  (/*  H-  I  )  («  -t-  2  )  (n  +  3  )  {/î  H-  4) 


et,  par  conséquent, 


S(«) 


S («2): 


n(n  -Jr  i)  (n  -h  2)        n(n  -+- 1)  n{n  -^r  i)  {2  n  -+- 1) 

3  2  2.3 


0  2  6  V  /. 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


/         ,           ,5                                 /?  (  /«  H-  I  ) 
1+2+     3+...+  /i=:  — ^ -'  : 


(4) 


I  +   4  H-    9  +  .  .  .  +  «^ 


I  +  8  +  27  +  . . .  +  «3 


n  (  /î  +  I  )  (  2  /i  +  I  ) 

— ^ 

/i(/l  +  l)'12 


2.3.5 


Il  est  bon  d'observer  que,  en  vertu  des  formules  (4),  on  aura 
(5)  n-  8  +  27  +  . .  .+  /i2=(i  +  2  +  3  +. . .+  «)^- 
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Ainsi,  en  particulier,  on  trouvera 

I  +  8  4- 27 -H  64  =  (i  +  2  +  3  +  4f . 

On  pourrait  facilement  déduire  les  formules  (3)  ou  (4)  de  l'équa- 
tion (i4)  ou  (i5)  du  §  V.  Effectivement,  si  l'on  pose  x=^n  dans 
l'équation  (i5)  du  §  V,  on  en  tirera 

mim  —  i)     ,  ,        , 

/^'"  r=  /i  (  /^  -f-  I  ) .  .  .  (  rt  +  m  —  i  ) ^^ /i  (  n  +  i  ) , , .  (  «  -h  m  —  2  )  + .  . . 

(6)   { 

)  3"'->~2"'+i     ^  ^^  ^       2"'-»— I      .  .    , 

[  zt.  ^ «(n  +  i)  (/i  +  2)  qz  n{n  +  \)±n, 

et,  par  suite, 

(  S(n"')  =  S[/K« -t-i). .  .(/i  +  m  -  I)]- ^^^^^^— ^  S[/K'ï  +  0- •  •(«  + '^î  -  2)] +. 
(  ±  -_^^S[/K« +!)(«  + 2)]:;:^—^^ S[/i(«  +  i)]  ±  S(«), 

puis  on  conclura  de  cette  dernière,  combinée  avec  les  formules  (i5) 
du§I, 


(8) 


b(«"')  =  — ^ —^ ^ nin  +  i) .  .  .  («  +  w  —  i)  H-. 

m  H-  I  2  ^ 

_^  3'«-l_2'«+i    ,i(,i  +  i)(^  +  2)(«  +3) 

1.2  [\ 
2'"-'  —  I  n(n -+- 1)  (/i  +  2)        /ï(/i  +  i) 


"^         I  3  ~         1 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  de  la  formule  (1/4)  du  §  V 

/   c/    m         {n  -\-  i)n...{n  —  m  +  i)        m  —  \  , 
(9)     { 


m  -\-  1  2 

3'«-i  — 2'«+i   {n^i)n{n  —  \){n  —  2) 


1 .2 

,m  -1 


I  2^"-' 4-1  (/t  +1)  n{n  —  i)        {n-hi)n 

\  "^         i  3  ^         2 

Si,  dans  l'une  des  formules  (8),  (9),  on  pose  successivement 

m  =  i,         m  =  2,         m  =  3,         ..., 
on  retrouvera  précisément  les  formules  (3)  ou  (4). 


(t3) 
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On  pourrait  encore  faire  servir  les  nombres  de  Bernoulli  au  calcul 
de  la  somme  S(/i'").  En  effet,  cette  somme  est  évidemment  le  coeffi- 
cient de 

i  .2.3. .  .m 
dans  le  développement  du  polynôme 

,      ^  e^-^ I  p"'^ .  I 

(lO)  ea;_^g2a;_j__     ^g«a;_gx^_ '_  —    ^  ', 


I  —  e' 


suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  x.  On  a 
d'ailleurs,  quel  que  soit  x, 

(il)      e''^-i  =  nx-i h ^  +...=  ^U+  1L±  +  _^L±^-  +...), 

1.2  1.2.3  \  1.2  1.2.3  7' 

et,  pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  i,25o....  (voir  le 
paragraphe  précédent), 

/         N  ^  I  I       ^2  j  ^4  6 

(12)        =zl^-x-\-- u  - 

i_e-x  2  6  1,2        3o  1.2.3.4       42  1.2.3.4.5.6       ■"' 

les  coefficients 

I       I        I 

D  60  42 

que  renferment  le  troisième  terme  et  les  suivants,  étant  précisément 
les  nombres  de  Bernoulli.  Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (10),  pour 
des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  1,200..., 

/i  +  ^S(«)+-— S(«2)H ^S(«^)  +  ...-i ~ S(/i-)-i-... 

1-2  1.2.0  ï .2. . .ni 

2        <^  1-2       A     2       61.2     301.2.3.4^421.2.3.4.5.6 

puis,  en  développant  le  second  membre  de  la  formule  (i3),  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  x,  et  égalant  entre 
eux  les  coefficients  des  puissances  de  même  degré  renfermées  dans  les 
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deux  membres,  on  trouvera 


85 


(i4) 


S(/i)  =-+/i  = 


n{n  H-  i) 


S(«^)=-T  +  -  + 


«2        n        /j  (  n  +  I  )  (  2  n  +  I  ) 


2.3 


«*        «'        n^        Y n{n  -h\^ 


n* 


^5  3  D 


I  rt(n  +  i)  (2/1  +  i)(3/i'+ 3«  — i) 


3o 


2.3.5 


et  généralement 


S(/i'«) 


n' 


(i5) 


/7l  +  I 


1"^        1   m 
1-  ^-  — /2' 

2  D     2 


_i_  m(m  — i)(m  — 2)  ^^,^_3 
3o  2.3.4 


I    m(/n  —  i)  (m  —  2)  (m  —  3)  (m— 4J 
4^ 


2. 3. 4-5. 6 


Les  deux  premières  des  formules  (4)  ou  (i4)  fournissent  le  moyen 
de  calculer  le  nombre  des  boulets  dont  se  composent  des  piles  à  base 
carrée  ou  rectangulaire,  telles  qu'on  les  construit  dans  les  arsenaux; 
et  d'abord,  si  des  boulets  sont  distribués  dans  plusieurs  couches  super- 
posées, de  manière  à  figurer  une  pyramide  à  base  carrée,  le  nombre 
des  boulets  compris  dans  cette  pyramide  se  trouvera  évidemment  dé- 
terminé par  la  seconde  des  formules  (i4)-  De  plus,  si  le  carré  qui  ser- 
vait de  base  à  la  pyramide,  et  dont  chaque  côté  renfermait  n  boulets, 
se  change  en  un  rectangle  dont  les  deux  côtés  renferment,  le  prômier  /^, 
le  second  n  +  m  boulets,  et  la  pyramide  elle-même  en  un  prisme 
tronqué  terminé  supérieurement,  non  par  un  boulet  unique,  mais  par 
une  file  de  m  +  i  boulets  placés  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  le  nombre 
total  des  boulets  contenus  dans  le  prisme  tronqué  sera  évidemment 

m-f-n-2(wn-2)4-3(/>i-+-3)+...+  /i(/n-{-«) 
^mS(n)  +  S(/i2)  =  ('m+  "^"^'"jSC/O 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/           '2n-+-j\  n(n-r-i) 
(.6)  ^„,+  ___j__ 

La  formule  (i6)  fournit  la  règle  connue,  en  vertu  de  laquelle  on 
obtient  le  nombre  des  boulets  que  contient  une  pile  à  base  carrée,  en 
multipliant  le  facteur 

n{n  -+-  i) 
, 

2 

c'est-à-dire  le  nombre  des  boulets  compris  dans  l'une  des  faces 
obliques  et  triangulaires  de  la  pile,  par  la  somme 

c'est-à-dire  par  le  tiers  du  nombre  des  boulets  compris  dans  l'arête 
qui  termine  la  pile,  et  dans  les  côtés  de  la  base  parallèles  à  cette 
arête. 

Si,  après  avoir  divisé  par  n'""^^  les  deux  membres  de  la  formule  (8), 

(9)  ou  (r5),  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  le  rapport  -  et 
ses  diverses  puissances  s'approchant  alors  indéfiniment  de  la  limite 
zéro,  on  trouvera 

(17)  Iim^T^;^  - 


m  -+-  I 


Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  pose  successivement  m  =  i,  m  =  2,  .. ., 
on  trouvera 

(18)  lim  ■ :r-    =  -' 


(19)  lim 


n"-  2 

SÇ^)_£ 


On  peut  appliquer  les  formules  (18)  et  (19)  à  l'évaluation  de  la  sur- 
face d'un  triangle  ou  de  la  solidité  d'une  pyramide,  en  opérant  comme 
il  suit. 

Considérons  d'abord  un  triangle  dont  la  base  soit  B  et  la  hauteur  H. 
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Divisons  cette  hauteur  H  en  ^  parties  égales  à 

(  20)  h—  - 

par  n  —  i  droites  parallèles  à  la  base  B.  Les  portions  de  ces  droites 
qui  se  trouveront  renfermées  dans  le  triangle  seront  respectivement 

h,     ih,     ?,b,      .  . .,     {n  —i)b, 

la  valeur  de  b  étant 

(21)  b^-- 

^        '  Il 

Cela  posé,  concevons,  en  premier  lieu,  que  les  deux  angles  du  triangle 
adjacents  à  la  base  B  soient  aigus.  L'aire  du  triangle  sera  évidemment 
supérieure  à  la  somme  des  aires  des  rectangles  inscrits  qui  auraient 
pour  bases  les  longueurs 

b,     ib,     3  b,      ...,     {n  —  i)b, 

et  inférieure  à  la  somme  des  aires  des  rectangles  circonscrits  qui  au- 
raient pour  bases  les  longueurs 

b,     2  b,     3  b,      ...,     (n  —  i)b,     nb=^\i, 

la  hauteur  de  chaque  rectangle  inscrit  ou  circonscrit  étant  la  dis- 
tance h  entre  deux  parallèles  consécutives.  Donc,  si  l'on  prend  pour 
valeur  approchée  de  l'aire  du  triangle  la  somme  des  aires  des  rectan- 
gles circonscrits,  savoir 

(22)  M+  2M  +  .  .  .+  nbhz=zbh^{n)  —  ^^^BYl, 

l'erreur  commise  sera  inférieure  à  l'aire  nbh  =  —  du  plus  grand  des 
rectangles  circonscrits.  Si  maintenant  on  fait  croître  indéfiniment  le 
nombre  n,  l'erreur  commise  —  décroîtra  sans  cesse,  et  la  limite  de 

n 

l'expression  (21),  qui  sera,  en  vertu  de  la  formule  (18), 

(23)  ^BH,         . 

offrira  la  véritable  valeur  de  l'aire  du  triangle  proposé. 
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Si  l'un  des  angles  adjacents  à  la  base  B  devenait  obtus,  on  arriverait 
encore  aux  mêmes  conclusions  en  substituant  aux  rectangles  ci-dessus 
mentionnés  des  parallélogrammes  construits  sur  les  mêmes  bases,  et 
dont  les  côtés  pourraient  être  parallèles  à  l'un  des  côtés  du  triangle 
donné. 

Considérons  à  présent  une  pyramide  à  base  triangulaire  ou  polygo- 
nale. Nommons  B  la  base  de  cette  pyramide,  H  sa  hauteur,  et  divisons 
cette  hauteur  en  n  portions  égales  à 

(24)  h^- 

II 

par  n  —  r  plans  parallèles  à  celui  de  la  base  B.  Les  sections  faites  par 
ces  plans  dans  la  pyramide  seront  semblables  à  la  base  B,  et  les  aires 
de  ces  sections  seront  respectivement 

b,     kb,     gb,      ...,     {n  —  iy-b, 
la  valeur  de  b  étant 

(25)  b=^^. 

Cela  posé,  le  volume  de  la  pyramide  sera  évidemment  supérieur  à  la 
somme  des  volumes  des  prismes  inscrits  qui  auraient  pour  bases  les 
sections  dont  il  s'agit,  et  inférieur  à  la  somme  des  volumes  des 
prismes  circonscrits  qui  auraient  pour  bases  les  mêmes  sections  et 
la  base  de  la  pyramide,  la  hauteur  de  chaque  prisme  étant  la  dis- 
tance h  entre  les  plans  de  deux  sections  voisines,  et  ses  côtés  étant 
parallèles  à  une  droite  menée  de  l'un  quelconque  des  points  inté- 
rieurs de  la  base  B  au  sommet  de  la  pyramide.  Donc,  si  l'on  prend 
pour  valeur  approchée  du  volume  de  la  pyramide  la  somme  des 
volumes  des  prismes  circonscrits,  savoir 

(26)  bh  +  l^bh  -^  ^bh  -}-...  +  n-' bli  =  bh  ^{,r-)  —  ^^BH, 

T>¥J 

l'erreur  commise  sera  inférieure  au  volume  n^bh  =  —  du  plus  grand 
des  prismes  circonscrits.  Si  maintenant  on  fait  croître  indéfiniment  le 
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noinbro  n,  l'erreur  commise  —  décroîtra  sans  cesse,  et  la  limite  de 

a 

l'expression  (2G),  qui  sera,  en  vertu  de  la  formule  (19), 

(27)  ^BH, 

offrira  la  véritable  valeur  du  volume  de  la  pyramide  proposée. 


§  X.    —   Formules  pour  l'évaluation  des  logarithmes. 
Développement  du  logarithme  d'un  binôme. 

En  prenant  les  logarithmes  népériens  des  quantités  que  renferme 
la  formule  (i.j)  du  §  VII,  on  en  conclut 

/  \                                            1  (  I  4-  a  )               —  1  (  I  —  a  ) 
(i)  ^ ^<r< ^ i. 

Cf.  Ci 

On  aura  donc,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

(2)  l(i  +  a)<a 

(3)  -\{,-a)  =  \(-^-\>a.      ' 

Ajoutons  que,  en  vertu  de  la  formule  (10)  du  §  V,  chacun  des  deux 
rapports  qui  constituent  le  premier  et  le  dernier  membre  de  la  for- 
mule (i)  aura  pour  limite  l'unité,  quand  a  deviendra  infiniment 
petit. 

Soient  maintenant  x  une  quantité  quelconque,  n  un  nombre  entier 
très  considérable,  et 

(4)  a=^. 

n 

Le  binôme  ih-j?  sera  le  dernier  terme  de  la  progression  arithmé- 
tique 

(^)  I»      \-\-a,     H-2a,      ...,     n-(/i_,)a,      i -+- «a, 

OFMvrcs  de  C.  —  S.  Il,  t.  X.  12 
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et  l'on  aura  identiquement 

D'autre  part,  m  étant  un  nombre  entier  compris  entre  les  limites  o,  n, 
on  aura 

(■)  j  +  ma        ""^"^i-h/^a'  i  +  (m  +  i)a  n-(/«  +  i)a 

et  par  suite  les  formules  (2),  (3)  donneront,  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  X, 

\      L        1  +  «i  a        J  I  -h  /H  a 

(      L        14-  /?i  a       J         I  +  (  /?t  -M  )  a 

De  ces  dernières,  combinées  avec  la  formule  (6),  on  tirera 

(9)  .       ll<l(i-H^)<ni, 

les  valeurs  de  tl,  li,  étant  respectivement 

!X  oc  3t  3C 

(n)  tl,=  a  +  -^+...+  j_^^,^_,)^+  ,  +  („_!)«• 

Lorsque  x  et,  par  suite,  a  deviennent  négatifs,  la  formule  (9)  doit 
être  remplacée  par  la  suivante 

(12)  ll>l(H-^)>tli. 

Si  l'on  prend  pour  valeur  approchée  de  l(i  -^  x)  la  quantité  tl  ou 
la  demi-somme  ^^^^li,  c'est-à-dire  si  l'on  pose 


(.3)     i(i  +  ^)-Y^  +  r4?^+---  +  7TT^r^â-^  y  +  nx 
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ou  bien 


I  a 


[  l(i  +  x-)  =  -a-+-      , 

^    ^  '       2  I  -h  a        1  +  2a 

('4)      < 

i  a  a  i        a 

\  I  -f-  (  /î  —  2  )  a        I  -f-  (  /*  —  I  )  a        2   «  -h  /<  a 

il  est  clair  que  l'erreur  commise  ne  surpassera  pas,  dans  le  premier  ^ 
cas,  la  valeur  numérique  de  la  différence 

(i5)  îl,  — îl=:a 


i  ■+-  ^        1  +  ^7        n{i  -\-  jc) 

et,  dans  le  second  cas,  la  moitié  de  cette  valeur  numérique.  Donc 
cette  erreur  deviendra  infiniment  petite  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes  de  n  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  a,  et  l(i  +  x)  aura  exactement  pour  valeur  la  limite 
vers  laquelle  converge  le  second  membre  de  la  formule  (i3),  tandis 
que  a  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  zéro. 

Lorsque  la  valeur  de  œ  est  renfermée  entre  les  limites  —  i,  -h  i, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

(i6)  ^'<i, 

alors,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  inférieur  ou  tout  au  plus 
égal  à  n,  on  a  généralement 

(17) z=z  oc  —  ma'  -]-  m- o?  —  «i' a* 4-  ... , 

'  \-\-  ma 

et  par  suite  la  formule  (i3)  donne 

(18)  l(i  +  .x-)  =  «a  — a'S(n)  +  a'S(/i^)  — a^S(/i')+... 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

,     s  ,/  X  ,S(/i)         ,S(«')         ,S(«') 

(19)  \i\ -V- x)  ■=  X  —  x^  — — -  -^  x^     ^      '  —  X*        ,4- 

'  «*  «•»  n* 

Si  maintenant  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  /?,  alors,  en 


92  RÉSUMÉS  ANALYTIQUES. 

ayant  égard  aux  formules  («7),  (18)  du  §  IX,  on  réduira  l'équa- 
tion (19)  à  la  suivante 

(20)  1(1  +  ^)::^^——  +  ^ '^   -{- 

Cette  dernière  fournit  la  valeur  exacte  de  l(i  4-  x),  toutes  les  fois  que 
la  valeur  numérique  de  x  ne  surpasse  pas  l'unité.  Alors  la  série 

(2.)  -,        --,        -3-,        --,-,.     ..• 

est  nécessairement  convergente,  ce  qu'on  peut  démontrer  directe- 
ment, attendu  que  le  coefficient  a^  de  cc,^,  dans  cette  série,  étant 
réduit  à 


la  valeur  numérique  du  rapport  -^^  sera  la  fraction 


rt  + 1  I 

=1  -f-  -, 

n  II 


qui,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  s'approche  indéfiniment  de  la 
limite  i.  Ajoutons  que  la  série  (21)  sera  encore  convergente  pour 
.r  =  I,  et  qu'on  aura  par  suite 


/  \  1/        N  III 

(22)  1(2)  =1 h 

4 


2      '      3  < 


mais  qu'elle  deviendra  divergente  pour  a;  =  —  i,  ce  qu'il  était  facile 
de  prévoir,  puisqu'on  a 

(23)  l(o)=— 00. 

Enfin,  si  dans  la  formule  (20)  on  remplace  x  par  —  x,  on  en  tirera 

(M)  -h.-x)  =  i(^)  =  .  +  £:  +  £!-h|+.... 

Lorsque,  à  l'aide  des  formules  (i3),  (i4)  ou  (20),  on  aura  calculé 
la  valeur  exacte  ou  approchée  de  l(i  +  x),  pour  en  déduire  celle  de 
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\j(i-\-x),  la  lettre  \j  indiquant  un  logarithme  pris  dans  le  systi'nic 
dont  la  base  serait,  non  plus  le  nombre  e,  mais  un  autre  nombre  quel- 
conque A,  il  suffira  de  recourir  à  l'équation 

L{i  -+-  x)  _  Le  _  \.\ _    I 

1(1  +  ^)  ~T7  ^TX~      ~r\' 
de  laquelle  on  tire 

(25)  L(i-h^)  =  LeI(i  +  ^)         ou         L{i-hJc)=^-^~--. 


Si  dans  les  formules  (20)  et  (2j)  on  remplace  x  par  -,  elles  donne- 
ront, pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  celles  de  a, 

(26)  ]{a  +  a-)z=la'j--  —  —  A-  ~  —  ^  +... 

a        aa^        6a^        L\a* 

et 

(27)  L(a+\r)  =  L«4-(--  J^  +  ^  _  ^  +...\\.e. 

\a        la-        6a-'        L\a'  J 

§  XI.  —  Développement  cVune  puissance  quelconque  cVun  binôme. 
(^omme  on  a  identiquement 

on  en  conclura,  en  ayant  égard  à  la  formule  (20)  du  §  X,  et  supposant 
la  valeur  numérique  de  x  inférieure  à  l'unité, 

_  il!    -Il    ■'"* 
(3)  I  ^x  =  e      ^^  »  ~^^"\ 

On  aura  donc  alors,  quelle  que  soit  la  valeur  positive  ou  négative  de 
l'exposant  [/., 

(3)  (i  +  ^)^==e''(-'""?'"?"?^-.^ 

et,  par  suite, 

(4)  (,  +  .).., .,.(,-£^£!_.,.)^»i£!(,_f^^,....)V... 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

x'^        x^        x'* 


^  '  '     '  2  0  ;'j 


(5)       \  +fM^- 


-z 


I  i^r" 


2  2  24 


X^         X*  \  ,     x* 


f''l-6--T^---;^fU^'--'^' 


Or,  dans  l'hypothèse  admise,  la  somme 


X''         x" 
2  3 


conservera  une  valeur  finie  et  déterminée  quand  on  remplacera  les 
différents  termes  dont  cette  somme  se  compose  par  leurs  valeurs 
numériques,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  sommes  que  renfer- 
ment les  seconds  membres  des  formules  (4)  et  (5).  Donc  alors  la 
formule  (5)  entraînera  la  suivante 

(1  -1-  .r)!^  =  I  4-  \ix 
(6) 


2 

2/                 \  6              2             3 

4         24        4  / 

1.2  1.2.3 


qui  se  réduit  à 

l  {\-\-xY—\  -\-^x  + 

(7) 

i  _^  ^(/g  — l)(^  —  2)(^-3)  ^,  ^ 

'  1.2.3.4 

Pour  déterminer  immédiatement  le  coefficient  de  j^^  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (7),  il  suffit  d'observer  qu'en  vertu  de  la  for- 
mule (4)  ce  coefficient  sera  une  fonction  entière  de  [x  du  degré  n,  et 
que  le  même  coefficient,  devant  se  réduire  évidemment  à  zéro  pour  les 
valeurs  o,  i,  2,  3,  . . . ,  /î  —  i  de  l'exposant  a,,  puis  à  l'unité  pour 
tj.  =  n,  se  confondra  nécessairement  avec  le  rapport 
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c'est-à-dire  avec  la  valeur  de  u  que  fournit  l'équation  (3)  du  §  V, 
quand  on  y  substitue  la  lettre  [jl  à  la  lettre  x. 

Si  dans  l'équation  (7)  on  remplace  x  par  —x  et  tx  par  —  [jl,  on 
obtiendra  la  suivante 

1.2  ,  1.3,3 

(^ette  dernière  formule  subsiste,  comme  l'équation  (7),  pour  des 
valeurs  numériques  de  x  comprises  entre  les  limites 

X  zzi —  I,  0^=1:  I. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  le  cas  où  l'on  a 

I 

'  2 

les  formules  (7)  et  (8)  donneront 

,   ,  ,  A  I  1      „        I -3      ,         1.3.5, 

et 

/     ^        ,  ,-l  I  1.3    ,       1.3.5    -       1.3.5.7     - 

(10)  (1  —  ^)    -  =  i-f--^-1 -,œ-^ TT-X^ T-F-Q^*^ 

?>  2.4  2.4.0  2.4.6.8 

L'équation  (9)  fournit  le  développement  en  série  de  la  racine  carrée 
du  binôme  i  +x,  quand  la  valeur  numérique  de  x  est  inférieure  à 
l'unité.  De  même,  en  posant  successivement  0.=  x»  u,  =  -,  •••,  on 
déduirait  de  l'équation  (7)  les  développements  en  séries  de  la  racine 
cubique,  de  la  racine  quatrième,  ...  de  ce  même  binôme. 

Concevons  à  présent  que  Ton  généralise  les  notations  employées 
dans  le  §  I,  et  que  l'on  désigne  par 

(fx)„     et    [fz]„ 

les  coefficients  de  x'^  dans  les  développements  des  binômes 

{^\  +  xY    et     (i  — j7)-i^ 

suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  j?,  [jl  représentant 
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iiiH»  quantité  quelconque  et  n  une  quantité  entière,  positive,  nulle  ou 
négative.  Alors  on  aura,  pour  /^  >  o, 


(u.)    —  ]^{\i.  —  \)...{\i-  —  n  -n) 


\ .)..  .  .  n 


(iO 


i  u.(a  4-i).  .  ,(u.-i- «  — i) 


pour  /^  =  o,  lors  même  que  \l  deviendrait  nul, 

('■'')  (^t)o  =  [f^]o  =  i, 

enfin,  pour  /^  <C  o, 

<'l  les  formules  (7),  (8)  pourront  s'écrire  comme  il  suit 

(i4)  (i  +  ^')^'  ■=i  +  {ii-)iX  +  {[)-)iX-  +  ..., 


Si  dans  l'équation  (7)  on  remplace  x  par  -,  on  obtiendra  la  suivante 


'  1.2 

Cette  dernière,  qui  subsiste  pour  des  valeurs  numériques  de  x  infé- 
rieures à  celles  de  a,  est  précisément  ce  que  devient  la  formule  (2) 
du  §  II  quand  on  y  remplace  m  par  tx. 


§  XII.  —    Trigono/nétr^ie . 

Une  longueur,  comptée  sur  une  ligne  droite  ou  courbe,  peut,  comme 
toute  espèce  de  grandeurs,  être  représentée  soit  par  un  nombre,  soit 
par  une  quantité  positive  ou  négative,  savoir  par  un  nombre  lorsqu'on 
a  simplement  égard  à  la  mesure  de  cette  longueur,  et  par  une  quan- 
tité, c'est-à-dire  par  un  nombre  précédé  du  signe  -4-  ou  —,  lorsque, 
l'on  considère  la  longueur  dont  il  s'agit  comme  portée  à  partir  d'un 
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point  fixe,  sur  la  ligne  donnée,  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  pour 
servir  soit  à  l'augmentation  soit  à  la  diminution  d'une  autre  longueur 
constante  aboutissant  à  ce  point  ûxg.  Le  point  fixe  dont  il  est  ici 
question,  et  à  partir  duquel  on  doit  porter  les  longueurs  variables 
désignées  par  des  quantités,  est  ce  qu'on  appelle  Vorigine  de  ces 
mêmes  longueurs.  On  peut  choisir  à  volonté  le  sens  dans  lequel  on 
doit  compter  les  longueurs  désignées  par  des  quantités  positives; 
mais,  ce  choix  une  fois  fait,  il  faudra  nécessairement  compter  dans  le 
sens  opposé  les  longueurs  qui  seront  désignées  par  des  quantités 


négatives. 


Dans  un  cercle  dont  le  plan  est  supposé  vertical,  on  prend  ordinai- 
rement pour  origine  des  arcs  l'extrémité  0  du  rayon  tiré  horizontale- 
ment de  gauche  à  droite,  et  c'est  en  s'élevant  au-dessus  de  ce  point 
que  l'on  compte  les  arcs  positifs,  c'est-à-dire  ceux  que  l'on  désigne 
par  des  quantités  positives.  Dans  le  même  cercle,  lorsque  le  rayon  se 
réduit  à  l'unité,  la  quantité  positive  ou  négative  s  qui  représente  un 
arc  sert  en  même  temps  à  représenter  l'angle  au  centre  compris  entre 
les  rayons  menés  à  l'origine  et  à  l'extrémité  de  cet  arc.  Alors,  pour 
obtenir  ce  qu'on  nomme  le  sinus  ou  le  cosinus  de  l'arc  ou  de  l'angle  s, 
il  suffit  de  projeter  orthogonalement  le  rayon  mené  à  l'extrémité  de 
l'arc:  i"  sur  le  diamètre  vertical;  2°  sur  le  diamètre  horizontal.  Si  l'on 
prolonge  ce  même  rayon  jusqu'à  la  rencontre  des  tangentes  menées  à 
la  circonférence  par  le  point  0,  origine  des  arcs,  et  par  l'extrémité 
supérieure  P  du  diamètre  vertical,  les  parties  de  ces  tangentes  inter- 
ceptées entre  la  circonférence  et  les  points  de  rencontre  seront  ce 
qu'on  appelle  la  tangente  et  la  cotangente  trigonométrique  de  l'arc  s. 
Enfin  les  longueurs  comptées  sur  le  rayon  prolongé  entre  le  centre  du 
cercle  et  les  points  de  rencontre  seront  la  sécante  et  la  cosécante  du 
même  arc.  Les  sinus  et  cosinus,  tangente  et  cotangente,  sécante  et 
cosécante  d'un  arc  ou  d'un  angle  s  sont  ce  qu'on  nomme  ses  lignes  tri- 
gonométriques .  On  désigne  encore  quelquefois  sous  ce  nom  deux  lon- 
gueurs appelées  sinus  verse  et  cosinus  verse,  dont  la  première  est  com- 
prise entre  l'origine  de  l'arc  s  et  la  projection  de  l'extrémité  de  cet  arc 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  X.  l3 
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sur  le  diamètre  horizontal,  tandis  que  la  seconde  est  comprise  entre 
l'extrémité  supérieure  du  diamètre  vertical  et  la  projection  de  l'extré- 
mité de  l'arc  sur  le  même  diamètre. 
Si  l'on  représente  suivant  l'usage  par 

TT  =  3,  1415926.  .  . 

le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  la  circonférence  entière, 
dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  sera  exprimée  par  2û,  la  moitié 
de  la  circonférence  par  tt,  et  le  quart  par  -•  Cela  posé,  il  est  clair  que, 
pour  obtenir  l'extrémité  de  l'arc 

s  +  inr.     ou     s — inr. 

(n  étant  un  nombre  entier),  il  faudra  porter  sur  la  circonférence,  à 
partir  de  l'extrémité  de  l'arc  s,  dans  le  sens  des  arcs  positifs,  ou  dans 
le  sens  des  arcs  négatifs,  une  longueur  égale  à  2/^u,  c'est-à-dire  par- 
courir n  fois  la  circonférence  entière  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  ce 
qui  ramènera  nécessairement  au  point  d'où  l'on  était  parti .  Il  en  résulte 

que  l'extrémité  de  l'arc 

s  ±  2mz 

coïncide  toujours  avec  celle  de  l'arc  s,  et  que  ces  deux  arcs  ont  préci- 
sément les  mêmes  lignes  trigonométriques. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  le  sinus  et  le  cosinus  verse  d'un 
arc  se  mesurent  sur  le  diamètre  vertical,  le  cosinus  et  le  sinus  verse 
sur  le  diamètre  horizontal,  la  tangente  trigonométrique  et  la  cotan- 
gcnte  sur  les  tangentes  menées  à  la  circonférence  par  l'origine  des 
arcs  et  par  l'extrémité  supérieure  du  diamètre  vertical,  enfin  la  sécante 
et  la  cosécante  sur  le  diamètre  mobile  qui  passe  par  l'extrémité  de 
l'arc..  De  plus  le  sinus,  le  cosinus,  la  sécante  et  la  cosécante  ont  pour 
origine  commune  le  centre  G  du  cercle,  tandis  que  l'origine  0  des  tan- 
gentes et  des  sinus  verses  se  confond  avec  l'origine  des  arcs,  l'origine 
P  des  cotangentes  et  des  cosinus  verses  étant  l'extrémité  supérieure 
du  diamètre  vertical.  Enfin  on  est  généralement  convenu  de  repré- 
senter par  des  quantités  positives  les  lignes  trigonométriques  de  l'arc  s 
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dans  le  cas  où  cet  arc  est  positif  et  moindre  qu'un  quart  de  circonfé- 
rence; d'où  il  suit  que  l'on  doit  compter  positivement  le  sinus  et  la 
tangente  de  bas  en  haut,  le  cosinus  verse  de  haut  en  bas,  le  cosinus 
et  la  cotangente  de  gauche  à  droite,  le  sinus  verse  de  droite  à  gauche, 
enfin  la  sécante  et  la  cosécante  dans  le  sens  du  rayon  mené  à  l'extré- 
mité de  l'arc  s. 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  d'adopter,  on  reconnaîtra 
immédiatement  que  le  sinus  verse  et  le  cosinus  verse  sont  toujours 
positifs,  et  de  plus  on  déterminera  sans  peine  les  signes  qui  doivent 
affecter  les  autres  lignes  trigonométriques  d'un  arc  dont  l'extrémité 
est  donnée.  Pour  rendre  cette  détermination  plus  facile,  on  conçoit  le 
cercle  divisé  en  quatre  parties  égales  par  les  diamètres  horizontal  et 
vertical,  et  ces  quatre  parties  sont  respectivement  désignées  sous  le 
nom  de  premier,  deuxième,  troisième  et  quatrième  quart  du  cercle. 
Les  deux  premiers  quarts  de  cercle  sont  situés  au-dessus  du  diamètre 
horizontal,  savoir  le  premier  à  droite  et  le  deuxième  à  gauche.  Les 
deux  derniers  sont  situés  au-dessous  du  même  diamètre,  savoir  le 
troisième  à  gauche  et  le  quatrième  à  droite.  Cela  posé,  si  l'on  cherche 
les  signes  qui  doivent  être  attribués  aux  diverses  lignes  trigonomé- 
triques d'un  arc  autres  que  le  sinus  verse  et  le  cosinus  verse,  suivant 
que  l'extrémité  de  cet  arc  tombe  dans  un  quart  de  cercle  ou  dans  un 
autre,  on  trouvera  que  ces  signes  sont  respectivement 

Dans  Dans  Dans  Dans 

le  I"  quart  de  cercle,     le  2'.  le  3".  le  4''. 

Pour  le  sinus  et  la  cosécanlc -4-  -4-  — 

Pour  le  cosinus  et  la  sécante -+-  —  —  -^ 

Pour  la  tangente  et  la  cotangente. ...  -+-  —  -^  — 

On  peut  remarquer  à  ce  sujet  que  le  signe  de  la  tangente  et  de  la  cotan- 
gente est  toujours  le  produit  du  signe  du  sinus  par  le  signe  de  cosinus. 
Deux  arcs  représentés  par  deux  quantités  s,  t  sont  appelés  supplé- 
ments l'un  de  l'autre,  lorsqu'on  a 

(l)  5  -I-  ^  =  TC. 
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Ils  seront  compléments  l'un  de  l'autre  si  l'on  a 

(2)  s-^t=~- 

2 

Alors  on  se  trouvera  évidemment  ramené  à  l'extrémité  de  l'arc 

(3)  ■  '=1-^^ 

si  l'on  porte  son  complément  /,  dans  le  sens  où  l'on  comptait  primiti- 
vement les  arcs  négatifs,  non  plus  à  partir  de  l'origine  commune  0  des 
arcs  et  des  tangentes,  mais  h  partir  de  l'origine  P  des  cotangentes  qui 

coïncide  avec  l'extrémité  de  l'arc  -•  Donc  à  la  place  d'un  arc  s  on 

2  r 

obtiendra  son  complément  t,  si,  l'extrémité  de  l'arc  restant  la  même, 
on  transporte  l'origine  de  cet  arc  de  0  en  P,  et  si  l'on  convient  en 
même  temps  de  compter  les  arcs  positifs,  non  plus  dans  le  sens  OP, 
mais  dans  le  sens  PO.  D'ailleurs,  en  opérant  ainsi,  on  échangera  évi- 
demment le  rayon  CO  mené  à  l'origine  des  tangentes,  et  sur  lequel  se 
mesuraient  les  cosinus  positifs,  contre  le  rayon  GO  mené  à  l'origine 
des  cotangentes,  et  sur  lequel  se  mesuraient  les  sinus  positifs.  Donc  le 
cosinus,  la  tangente  et  la  cosécante  de  l'arc  s  se  confondront  avec  le 
sinus,  la  tangente  et  la  sécante  de  son  complément  /,  en  sorte  qu'on 
aura  généralement 

(4)  cos,y  =  sin( s\,        cot.ç  =  tang( s\        cosécs' =r  séc (  -  —  .« 

Comme,  dans  le  triangle  rectangle  qui  a  pour  hypoténuse  le  rayon, 
et  pour  deuxième  côté  le  cosinus  ou  le  sinus,  le  troisième  côté  est  évi- 
demment égal  au  sinus  ou  au  cosinus,  on  peut  affirmer  que  le  sinus 
et  le  cosinus  d'un  même  arc  s  sont  liés  entre  eux  par  l'équation 

(5)  sin^5 -f- cos^.î  =  I. 

De  même,  en  considérant  le  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  la 
sécante,  la  tangente  et  le  rayon  mené  au  point  0,  ou  la  cosécante,  la 
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cotangente  otle  rayon  mené  au  point  P,  on  trouvera 

(6)  séc^5=:  I  +  tang^A- 

ou 

(  j  )  eoséc'5  =  I  -4-  cot-5. 

Ajoutons  que,  ces  triangles  rectangles  étant  semblables  entre  eux,  les 
côtés  du  premier  ou  les  valeurs  numériques  de 

C0S5,     siriA-,     I 

seront  proportionnels  aux  côtés  du  second,  c'est-à-dire  aux  valeurs 

numériques  de 

I,     tang^,     sécî, 

et  aux  côtés  du  troisième,  c'est-à-dire  aux  valeurs  numériques  de 

cot.î,     1,     coséc^. 
Donc  les  valeurs  numériques  des  lignes  trigonométriques 

lang.9,     sécî,     cois,     cosécs- 
seront  respectivement  égales  aux  valeurs  numériques  des  rapports 

sirKç  1  cos.ç  ] 


C0S5       C0S5       sin^       sin5 

et,  comme  elles  seront  positives  ou  négatives  en  même  temps  que  ces 
rapports  (wi>  ci-dessus  le  Tableau  relatif  aux  signes),  on  aura  néces- 
sairement 

/o\       .  sin.ç  ,  I  cos^  I 

(,»)      tang5=z ,         sec5= ,         q,oU=z— — ,         co?.qcs=z- 

C0S5  C0S5  sin*  sin5 

Enfin  siv^  et  cosiv^,  c'est-à-dire  le  sinus  verse  et  le  cosinus  verse  de 
l'arc  s,  seront  évidemment  déterminés  par  les  formules 

(9)  siv5=:  I  —  C0S5,         cosiv5=  I  —  sin6-. 

Donc  toutes  les  lignes  trigonométriques  d'un  arc  a  peuvent  être  faci- 
lement exprimées  à  l'aide  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc. 
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Les  extrémités  du  cosinus  et  du  sinus  d'un  arc  étant  précisément 
les  projections  de  l'extrémité  de  l'arc  :  i"  sur  le  diamètre  horizontal, 
2°  sur  le  diamètre  vertical,  il  est  aisé  de  voir  que  les  arcs 

5    et     —  s 

ont  le  même  cosinus,  mais  des  sinus  égaux  et  des  signes  contraires. 
Donc 

(lo)  cos{—  s)  =:coss,         slu  (— .ç)  =  —  sin  .9. 

On  trouvera  de  même 

(il)  cos{r. -i- s)  z=~  coss,        sin(T:  H- ^)  =:  —  sin.v 

et  généralement,  en  désignant  par  2k-+-i  un  nombre  impair  quel- 
conque, 

(f2)      cos[5  ±  (2A ■  + i)7î]  =— C0S5,         sin[5±  (aA- +  i)7r]  =— sin.9. 
On  aurait,  au  contraire,  en  désignant  par  2k  un  nombre  pair, 

(i3)  cos(5±  2A-7î)  =  C0S5,         sJH (.9  dz  2  A-Ti)  =  sin5. 

Enfin,  si  l'on  remplace  s  par  —s  dans  les  formules  (i  i)  et  dans  les  sui- 
vantes 

(i4)  cos(  -  —  5  I  =;  sin5,         sin  (  - — ^j^rcos^, 

on  en  tirera 

(i5)  cos(7r  —  ^)  =  —  COS.Ç,         sin(r  —  .ç)  =  sin.v 

et 

(i6)  cos(  -  +  .ç  J  en— sin5,         sin( — h^)=:cos.ç. 

On  pourra  donc  exprimer  en  fonction  de  s'ms  et  de  cos^  les  sinus  et 
cosinus  des  arcs 

—  S,     -  ±  S,     71  ±:  5,     s±2kT:,     5  ±  (2  A' H- 1)7:, 
et  même  leurs  autres  lignes  trigonométriques,  dont  les  valeurs  se  dé- 
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(luiront  aisément  des  formules  (8),  (9),  combinées  avec  les  équa- 
tions (10),  (11),  (12),  (i3),  (i4).  (j5),  (16). 

observons  encore  que,  s  étant  un  arc  quelconque,  le  rapport  -  sera 
nécessairement  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progres- 
sion arithmétique 

.  .  .,       —  O,  2,  I,       O,        I,       2,       O,        •  .  ■, 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens.  Soit  m  le  terme  le  plus 
voisin  du  rapport  -,  m  désignant  une  quantité  entière  positive  ou  né- 
gative. On  aura 

(•7)  ^""'''-^' 

0  représentant  un  nombre  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  {;  puis,  en 

posant,  pour  abréger, 

±  9v:  =  oc, 

on  tirera  de  l'équation  (17) 

(18)  s  =  mrL  -h  (X, 

a  désignant  un  arc  positif  ou  négatif,  mais  renfermé  entre  les  limites 
-•  Gela  posé,  les  formules  (12)  et  (i3)  donneront 


Ti 
—  ) 
2 


(19)  cos.î==cosa,         sin.î=:sina, 
si  la  valeur  numérique  de  m  est  paire,  et 

(20)  cos5  =  — cosa,        sin.ç=:—  siiia, 

si  la  valeur  numérique  de  m  est  impaire. 

Concevons  maintenant  que  a,  ^  représentent  les  deux  angles  aigus 
d'un  triangle  rectangle.  Ces  angles  étant  compléments  l'un  de  l'autre, 

a,  ^  seront  deux  quantités  positives  inférieures  à  -  et  liées  entre  elles 
par  l'équation 

(2.)  «  +  !^  =  V 
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Soient  d'ailleurs  a  le  côté  opposé  à  l'angle  a,  ^  le  côté  opposé  \\ 
l'angle  p,  et  c  l'hypoténuse.  Le  triangle  dont  il  s'agit  sera  semblable 
à  tous  ceux  qui  offriront  les  mêmes  angles,  par  conséquent  à  celui 
qui,  dans  le  cercle  décrit  avec  un  rayon  équivalent  à  l'unité,  aurait 
pour  premier  côté  le  cosinus  de  l'arc  a,  et  pour  hypoténuse  le  rayon 
mené  à  l'extrémité  de  cet  arc,  le  second  côté  étant  alors  égal  à  sina. 
Donc  les  côtés 

a,     b,     c 

du  premier  triangle  seront  proportionnels  aux  côtés  homologues 
du  second,  c'est-à-dire  aux  trois  quantités 

sin a  —  cos (3,        cos a  ~  sin  (3,         i , 
en  sorte  qu'on  aura 

(22)  -; —  —  c. 

sin  a       cos  a 

Lorsque  des  cinq  quantités 

a,     (3,     a,     b,     c 

deux  sont  données,  on  peut  aisément,  h  l'aide  des  formules  (21),  (22), 
déterminer  les  trois  autres,  pourvu  que  les  quantités  données  ne 
soient  pas  les  deux  angles  a,  (3.  En  effet,  si  l'on  donne  un  des  an- 
gles a,  p,  l'autre  se  déduira  immédiatement  de  l'équation  (21).  Donc 
alors  l'angle  a  sera  connu,  et,  si  l'on  donne  en  outre  une  des  trois 
longueurs  a,  h,  c,  la  formule  (22)  fournira  les  valeurs  des  deux 
autres. 

On  trouvera,  en  particulier,  si  a  est  connu, 

(23)  6  — «cota,         crracoséca; 
si  h  est  connu, 

(24)  «r^ètanga,         c  =  6séca, 
et,  si  c  est  connu, 

(25)  a  =  csina,         b=iccosot.. 
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Si  l'on  donnait  deux  des  trois  longueurs  a,  h,  c,  on  déterminerait 
immédiatement  l'angle  a  par  l'une  des  trois  équations 

ah  a 

(26)  sma=:-j  cosa=:-5  tanga=:-r, 

^      '  c  c  0 

puis  on  obtiendrait  la  troisième  longueur  en  opérant  comme  dans  la 
première  hypothèse. 

Deux  droites  tracées  arbitrairement  dans  l'espace  sont  censées 
former  entre  elles  les  mêmes  angles  que  formeraient  deux  autres 
droites  parallèles  aux  premières  et  passant  par  un  même  point.  Cela 
posé,  étant  données  deux  droites,  situées  ou  non  dans  un  même  plan, 
qui  comprennent  entre  elles  l'angle  aigu  a,  et  une  longueur  c  mesurée 
sur  la  première  droite,  si  l'on  projette  orthogonalement  cette  lon- 
gueur :  1°  sur  la  seconde  droite,  2**  sur  une  droite  qui  soit  perpendi- 
culaire à  la  seconde  dans  un  plan  mené  par  celle-ci  parallèlement  à  la 
première,  les  deux  projections  se  réduiront  évidemment  aux  deux 
côtés  a,  h  d'un  triangle  rectangle  dans  lequel  l'hypoténuse  égale  à  c 
formerait  avec  le  côté  b  l'angle  a.  Par  suite,  on  déduira  de  la  seconde 
des  équations  (24),  jointe  à  la  seconde  des  équations  (23),  le  théo- 
rème que  je  vais  énoncer. 

Théorème  I .  —  Une  longueur  c  mesurée  sur  une  droite  est  équivalente  à 
sa  projection  sur  un  axe  quelconque  multipliée  par  la  sécante  de  V angle 
aigu  a  que  cette  droite  forme  avec  l'axe.  La  projection  elle-même  équivaut 
à  la  longueur  c  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  a. 

Considérons  à  présent,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  serait  R  et  le 

diamètre 

DinaR, 

l'arc  compris  entre  deux  rayons  qui  formeraient  entre  eux  un  angle 
double  de  l'angle  aigu  a.  Cet  arc  sera  représenté  par  2a  si  R  se  réduil 
à  l'unité,  par  2Ra  dans  le  cas  contraire;  et,  si  l'on  nomme  a  la  corde 
de  ce  même  arc,  ^a  sera  le  côté  opposé  à  l'angle  a  dans  le  triangle 
rectangle  qui  aura  pour  hypoténuse  l'un  des  rayons  ci-dessus  men- 

Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  X.  l4 
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tiennes.  Cela  posé,  on  tirera  de  la  première  des  formules  (25),  en  y 
remplaçant  a  par  \a  et  c  par  R, 

(27)  |a  =  Rsina,         «  =  aRsina  =  D  sina, 

par  conséquent 

sina 

D'ailleurs,  les  deux  portions  de  la  circonférence  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  corde  a  seront  évidemment  des  segments  capables  des 
angles  a,  tt  —  a,  qui  offrent  le  même  sinus.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Bans  un  cercle  quelconque,  le  rapport  qui  existe  entre 
la  corde  d'un  arc  et  le  sinus  de  tout  angle  inscrit  dont  les  côtés  compren- 
nent entre  eux  ce  même  arc  équivaut  au  diamètre. 

Soient  maintenant  a,  b,  c  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque, 
et  a,  p,  Y  les  angles  opposés  à  ces  côtés.  Les  quantités  a,  p,  y,  toutes 
trois  positives  et  inférieures  à  ir,  seront  liées  entre  elles  par  l'équa- 
tion 

(28)  3c  +  [3  +  yi=7r. 

De  plus,  si  l'on  nomme  D  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle, 
on  aura,  en  vertu  du  théorème  II, 

a     b     c     ^ 

^'^^'  sina  ""  siri[3  ~  siny  ~ 

Enfin,  si,  en  prenant  le  côté  c  pour  base  du  triangle,  on  nomme  h  sa 
hauteur,  a,  b  deviendront  les  hypoténuses  de  deux  triangles  rectan- 
gles qui  auront  pour  côté  commun  la  hauteur  h,  les  angles  opposés  à 
ce  côté  commun  étant  respectivement  l'angle  p  ou  son  supplément 
7î  —  p  et  l'angle  a  ou  son  supplément  t:  —  a.  Donc,  en  ayant  égard  aux 

formules 

sin(7r  — a)  =  sinoc,        sin(7:  -  (3)  =  sin|3,  -     . 
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on  trouvera,  dans  tous  les  cas, 

(3o)  A  =  asin|3  =  ôsina. 

Ajoutons  que  la  base  c  du  triangle  donné  sera  évidemment  égale  à  la 
somme  des  côtés  non  communs  des  triangles  rectangles,  si  les  deux 
angles  a,  ^  sont  aigus,  et  à  la  différence  des  mêmes  côtés,  si  l'un  de 
ces  angles,  a  par  exemple,  devient  obtus;  d'où  il  suit  qu'on  aura,  dans 
le  premier  cas, 
(3i)  c=:  acos[3  4- 6  cosa 

et,  dans  le  second  cas, 

c  =  «  cos[3  —  b  cos(7r  —  a). 

Or,  en  combinant  la  dernière  formule  avec  l'équation 

cos(7:  —  a)  =  —  cosoc, 

on  retrouve  précisément  la  formule  (3i),  qui  est  ainsi  démontrée, 
lors  même  qu'un  des  angles  a,  ^  cesse  d'être  aigu. 

Lorsqu'on  pose  y=-'  les  formules  (28)  et  (29)  se  réduisent, 
comme  on  devait  s'y  attendre,  aux  formules  (21)  et  (22).  Observons 
encore  que  la  formule  (3o)  entraîne  évidemment  l'égalité  des  rap- 
ports 


a  b 

sitia       sin[3 


et  s'accorde  ainsi  avec  la  formule  (29). 
Lorsque  dans  un  triangle  on  donne  trois  des  six  éléments 

a,     b,     c,     a,     P,     y, 

on  peut  aisément  déterminer  les  trois  autres  ii  l'aide  des  formules  (28), 
(29),  (3o),  (3i),  pourvu  que  les  éléments  donnés  ne  soient  pas  les 
trois  angles  a,  |3,  y.  Dans  cette  dernière  hypothèse,  on  ne  pourrait 
évidemment  déterminer  que  les  rapports  existants  entre  les  côtés. 
Mais,  si  l'on  donne  un  côté  a  avec  deux  angles,  après  avoir  calculé  le 
troisième  angle  à  l'aide  de  la  formule  (28),  on  connaîtra  certainement 
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a  et  a,  par  conséquent 


a 


(32)  D 

sina 

par  le  moyen  de  la  formule  (29),  de  laquelle  on  tirera 

(33)  ^>  =  Dsin;3,        c  =  Dsiny. 

Si  l'on  donne  deux  côtés  h,  c,  avec  l'angle  (3  opposé  à  l'un  d'eux,  on 
connaîtra  encore 

(34)  I>--^' 

sinp 

puis,  on  obtiendra  successivement  y,  a  et  a  par  le  moyen  des  for- 
mules (29)  et  (28),  desquelles  on  tirera 


(35)  siny=r-,  a=i7r— ((3  +  y),         a  =.1)  sina. 

Si  l'on  donne  deux  côtés  ô  et  c  avec  l'angle  compris  a,  alors,  pour 
déterminer  a  et  (3,  on  aura  les  formules  (3o)  et  (3t)  ou 

(  «sin  (3  =:  Z*  sina, 

(36)  ^ 

'  a  cos  ^=:  c  ~  b  cos  a, 
avec  la  suivante 

(37)  cos2(3  +  sin2|3  =  i, 
et  l'on  en  conclura  :  1°  en  éliminant  a 

(38)  col3=:  -  cola  —  i  : 

o 

2*^  en  éliminant  p 

(39)  «-=  ft*4- C-— 2  6ccosa. 

D'ailleurs,  p  étant  connu,  on  pourra  calculer  y  et  a  commq  dans  le  cas 
précédent.  Enfin,  si  l'on  donne  les  trois  côtés  a,  h,  r,  on  déterminera 
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l'angle  a  par  le  moyen  de  l'équation  (Sq),  de  laquelle  on  tire 

(  40  )  COS  Cf.  = y J 

^^    '  2  oc 

puis  D,  |3  et  Y  par  le  moyen  de  la  formule  (32)  jointe  à  celles-ci 

(40  sin(3=^,  y:=7:_(a  +  ;3). 

Lorsque  dans  la  formule  (3i)  on  substitue  les  valeurs  de  a,  h,  c 
tirées  de  la  formule  (29),  savoir 

a  =  Dsina,         6=Dsint3,         cz^Dsiny, 

on  en  conclut 

siny  r=  sinacos[3  +  sin[3  cosa. 

En  combinant  cette  dernière  avec  la  formule  (28),  de  laquelle  on  tire 

siny  =  sin(7T  —  a  —  (3)  =  sin(a  +  j3), 
on  trouvera 

(42)  sin(a  +  [3)  =  sinacosj3  H- sin(3cosa. 

La  formule  (42)  se  trouve  ainsi  démontrée  dans  le  cas  où  a,  ^  sont 
deux  quantités  positives  propres  à  représenter  deux  angles  d'un 
triangle  quelconque,  c'est-à-dire  deux  quantités  positives  dont  la 
somme  ne  surpasse  pas  le  nombre  -.  Elle  subsistera  donc,  si  a  et  fl 
sont  deux  angles  aigus;  et  de  plus,  si,  a,  |3  étant  deux  angles  aigus, 
on  remplace  dans  l'équation  (42)  a  par  -  —  a,  la  formule  ainsi 
obtenue,  savoir 

sin(7r  —  a  M- j3)  =r  sin(7r  —  a)cos{3  +  sinj3  cos(7r  —  a), 
ou 

(43)  sin(a  — ;3)  =  sinacosf3  —  sin;3  cosa, 

subsistera  certainement  dans  le  cas  où  tt  —  a  -h  [^  sera  inférieur  à  7:, 
c'est-à-dire  dans  le  cas  où  l'on  aura 
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D'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  équations 

sin(— a)  — —  sina,         cos(— a)  =  cosa, 

sin(— (3)=:— sin[3,        cos(— [3)  =  cos[3, 

sin(— a  —  [3)i=  — sin(a  -H  (3), 
s\n(— a  +  (3)  =—  sin(a  —  [3), 

on  reconnaîtra  sans  peine  :  i°  que,  pour  obtenir  l'équation  (43),  il 
suffit  de  remplacer  dans  l'équation  (42)  [i  par  -  P;  2."  qu'on  n'altère 
point  les  formules  (42)  et  (43)  quand  on  y  remplace  simultanément 
a  par  —  a  et  |3  par  —  p.  Donc  la  formule  (42)  subsiste  pour  toutes 
les  valeurs  positives  ou  négatives  de  a  et  de  ^  renfermées  entre  les 

limites j  H 

2  2 

Soient  maintenant  x,  y  deux  arcs  quelconques  positifs  ou  négatifs. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  aura 

(44)  '    x-=zmTz-\-a,        j  =  /i7r  +  [3, 

m,  n  désignant  deux  quantités  entières  positives  ou  négatives,  et  a,  ^ 
deux  quantités  comprises  entre  les  limites  —  tt,  4-  t:.  Cela  posé,  pour 
passer  de  l'équation  (42)  à  la  suivante 

(45)  '  sin(x  +  (3)  =  sin^cos;3 -H  sin;3  cos^, 
il  suffira  d'observer  que  l'on  a 


sin(m7r-r-a  -h  (3)  —  sin(a-h  (3), 

sin(m7r-ha)          =sina, 

cos(m7r  +  a)          =cosa, 

quand  m  est  pair, 

et 

sin  {niTz-i-  a  +  jS)  =  —  sin(a  -i-l3), 

sin(m7î-i-a)          =— sina, 

cos(wTî  +  a)          =— cosa, 

quand  m  est  impair.  Par  la  même  raison,  de  la  formule  (45)  on 
déduira  immédiatement  celle-ci 

(46)  .  sin(^ +j>-)  =  sin^cosj -h  sin/coso^. 


RÉSUMÉS  ANALYTIQUES.  111 

Si  dans  cetio  dernière  on  remplace  j  par  —  r,  elle  donnera 

(4^)  sin(x — j)=:sin^cos7  —  sinjcos.a7. 

Enfin,  si  dans  les  formules  (46)  et  (47)  on  remplace  a:^  par  ^  —  x,  on 
en  tirera 

(48)  cos(.37  — 7)  =  cos^  cos  J  +  sin^  sin  j, 

(49)  cos(^ +/)  =  cos^cosj  —  sina^sin/. 

Les  formules  (47)»  (48),  (49)  subsistent,  comme  la  formule  (46), 
pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  des  arcs  x  et  y. 
Les  formules  (4^)»  (49)  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 

sin  (o:^  +  j)  ==  (lang^  +  langj)  cos^cos/, 
cos(a;  -f-j)  =  (i  —  lang^  langj)  coso?  ces/, 

on  en  conclut,  en  divisant  la  première  par  la  seconde, 

,„   ,  ,  ,        tang^  +  tangv 

5o)  tang^+j    = J ^»Z_, 

°  •^  r  —  tanga^langj 

puis,  en  remplaçant/  par  —  j, 

tang.r  —  tang  j 


(5i)  lang(^— 7)  — 


I  +  langer  langj 


De  plus,  si  dans  les  formules  (4^),  (49)»  (5o)  on  pose  j  =  ^,  elles 
donneront 

(02)  sina^r  =:  2  sin^  cos^, 

(53)  cos2^  =  ç,Q'sP-x  —  sin^.3;  =  2  cos^^  —  1  =  1  —  2  sin^ X, 

....  ^  2  tango; 

(d4)  tang2^=r ^-r— • 

°  I  — tang^jr 

On  tire  encore  des  formules  (46),  (4?)»  (4^),  (49) 

sin  {x  -\- y')  -\-  sin  {x  — y)  ■=  2  sin  x  cosy, 

sin  {x  H- j)  —  sin  {x  —  k)  =  2  sin  y  cos^, 
(55)  <  • 

1  cos(.r — y) -h  cos{x -h y)  ^=--2  cosx  cosy, 

\  cos(ar  —  y)  —  ces  (a;  4-7)  :=  2  sin  a;. sin /; 
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puis,  en  posant 

x-\-y=p,         x—y  —  q 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

2  "^2 

on  en  conclut 

/  sin/?  —  sin^  tang|(/?  —  q) 

i  sin/j-hsin^  ~~  lang{(/j  +  7)' 

(56)  \   COSfif  —  cosp 

i ^  =  tangi(/?  —  7)langi(/>  + 7), 

I   COS^  +  COS/?  o  /  v/-         11  o.vr         V /> 

En  combinant  la  première  des  équations  (56)  avec  la  formule  (29), 
on  trouvera 

( 5- )  tang|((3  — y)  _  sin^  — siny  _  h  —  c 

tang|({3  +  y)        sin[3  +  siny        6  +  c" 

Or,  de  cette  dernière,  jointe  à  l'équation  (28),  on  déduira  les  sui- 
vantes 

/  (3  +  y  =  7r  —  a, 

(•^^)  S  — y        Z>  — c         a 

/  tang!- ^  =  7 cot  -, 

\  2  0  -^  c        1 

à  l'aide  desquelles  on  peut  dans  un  triangle  déterminer  immédiate- 
ment les  angles  (3  et  y,  quand  on  connaît  l'angle  a  et  les  côtés  qui  le 
comprennent. 

Les  formules  (52)  et  (53)  donnent 

(39)  sma  m  2  sin  -  cos-, 

2  .      2 

(60)  cosa=:2Cos^ 1  =  1  — 2sin^-- 

2  2 

En  combinant  la  formule  (60)  avec  l'équation  (39),  on  trouve 

(61)  a--^{b  -^  cY—  '^bc  cos^  -  =  (6  —  c)^-}-  aZ^csiri--; 
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puis,  on  observant  que,  dans  un  triangle  quelconque,  on  a 


a        71 
o<a<7-,         o<-<-) 

1  2 


et  que,  en  conséquence, 


.     a  a 

sin  -}      cos- 

2  2 


doivent  être  positifs,  on  tire  des  formules  (6i)  et  (Sq) 

1 
,^   ,  a        iUa-\-h-^c){h-\-c  -a)\' 

f  6.  )  ^««  :^  --  ^  1 -Te J  ' 

i 

(63)  sin  .-  =  -  [^ ^~ I    , 

,^,,  .  r(a  + 6  +  c)  fÔH-c  — «)  (c  +  a— 6)  (a  +  6  — c)l- 

(64)  sin  a  = , • 

^      '  ibc 

Chacune  des  formules  (62),  (63),  (64)  peut  être  substituée  avec 
avantage  à  la  formule  (4o),  quand  il  s'agit  de  déterminer  les  angles 
d'un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés  a,  h,  c.  Si  d'ailleurs  on 
nomme  h  la  hauteur  du  triangle,  le  côté  c  étant  pris  pour  base,  la  sur- 
face -ch  sera,  en  vertu  de  la  formule  (3o),  égale  à 


-  bc  sin  a, 


et,  en  vertu  de  la  formule  (64),  à 


\/s{s  --  a)  {s  —  h)  {s  —  c), 
a  -^'b  -\-  c 


S  représentant  le  demi-périmètre 

Tant  que  l'arc  a  reste  positif  et  inférieur  à  -,  alors,  cos  -  et  sin  -  étant 
nécessairement  positifs,  on  tire  de  la  formule  (60) 


A-+-cosa  .    a  /i 


,-,.,  a  / 14- cos  a  .    a  /i  —  cos  a 

(  60  )  cos  -  =  ■ 

2 


A  l'aide  de  ces  dernières  équations  réunies  à  la  formule  cost:  =  —  i, 
on  déterminera  sans  peine  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  représentés 

OEuvres  «/f  <7.  —  S    U,  t.  \,  l5 
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par  le  troisième,  le  quatrième,  ...  terme  de  la  progression  géomé- 
trique 

(06)  27:,      7:,      -,      7>       yj       

240 

En  y  joignant  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  tt  et  27:,  on  trouvera 


(67) 


71  TT         I  ;:       V  2  4-  i/î 

COS2  7r  — I,  C0S7:=—  I,  COS-=0,  COS  ,-  =:  -— >  COS-    =:  ^ 


4           \/2  ^                    2 

.       TT                             .71             I  .      7:           V2  —  i/2 

Sm2Tr=rO,  Sin7i^0,  Slll-:i:::i,  Sin^    =t— ,  Slïï  -    -^ ^— 

2                                    4           ^/'2  8                    2 

On  aura  par  suite 


(68)     lang2  7r  — o,       tang7r=:o,  tang- = -,     lang^=i,  tang^  =  (^ ^4) 

2      «  4  8^2^  y/2  y 

,c\'  '  ,711  ,7r/-  ,71  2 

(dq)       sec27:  =  i,         sec7:=--i,         sec-  = -,        sec-r--V2,         seo,  .^  — , 

20  4  8        ./  /- 

V2  4-  V2 

On  peut  encore  déterminer  facilement  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs 
compris  dans  la  progression  géométrique 

,        .  271  TT  7r  71 

^^^^  T'     3'     6'     W      •••' 

et  d'abord,  comme  dans  un  triangle  l'égalité  des  trois  côtés  a,  h,  c 
entraine  l'égalité  des  trois  angles  a,  |3,  y,  on  conclura  de  la  for- 
mule (28)  que  ^  représente  un  quelconque  des  angles  d'un  triangle 

équilatéral.  Gela  posé,  on  tirera  des  formules  (^o),  (64),  en  y  faisant 
a  —  7>  =  c, 

7Ï  I  .      7T  V^ 

cos  -  =  -  ,  sm  7,-  '~  ~    , 

S         2  3  2 

et  de  ces  dernières,  réunies  aux  équations  (02),  (53),  (65),  on  déduira 
le  système  des  formules 

(    ^^^2  7r  I  7T  I  TT  v/3  7T  v/2-hv/3 


1 

\    2 


8    --      2'  ""^3  -2  ""=6 

(7O 


12  2 


SHi^--'-,  sm-=:^    ,         sm-r  =  -,  sm  —  = -5Î ^ 

3  2  3  2  b  2  12  2 
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(72) 

(73  ) 


On  aura  par  suite 


27r 


tang  -^-  —  —  v^S,         lang  ^  —  v''^. 


,    21: 
sec  -„- 


2, 


sec  ^  —  9-, 


71  I 


sec 


6       s/3 
Au  reste,  on  peut  établir  directement  la  formule 


lang 


sec 


\/2-v/3 


v/3 


.      71  71 

SIHtt  =  COS7; 


27:       ï 
—  cos  -„-  —  -  ' 
3         2 


2Tr 


en  observant  que  l'arc  |  a  pour  complément  ^^  pour  supplément  -^ 
et  que  2sin^  représente  le  côté  de  l'hexagone  inscrit  au  cercle  dont 

le  rayon  est  l'unité. 

Observons  encore  que,  si  l'arc  2a  est  renfermé  entre  les  limites  o, 
T.,  cet  arc,  dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  sera  nécessairement 
plus  grand  que  sa  corde  2  sina  et  plus  petit  que  la  somme  2  tanga  des 
deux  tangentes  menées  par  ses  extrémités  et  prolongées  jusqu'à  leur 
rencontre  mutuelle.  On  aura  donc  alors 


2  sin  a  <  2  a  <  2  tang  a  =;  2 


sina 
cos  a 


puis  on  en  conclura 


a  I 

I  <  -'. —  < 

sina        cosa 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(74) 


sina 
I  > >  cosa. 


Cette  dernière  formule,  n'étant  point  altérée  quand  on  y  remplace  a 
par  —  a,  subsistera  certainement  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises 

entre  les  limites  -,   -•  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  qu'elle 

2     2  ^ 

s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  a  renfermées  entre  les  limites  --  -, 
Si  maintenant  on  suppose  que  la  valeur  numérique  de  a  diminue  et 
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s'approche  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  on  aura 

(70)  limcosa—ji. 

Par  suite,  la  formule  (74)  donnera 

/   £\  1-      sina 

(70)  lim =  I, 

a 

et  de  cette  dernière,  combinée  avec  l'équation  (70),  on  tirera  encore 

sina 

lim =  I, 

a  cosa 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

1 

(77)  lim  — 5-  =1. 

a 


§  XIII.    —  Des  expressions  imaginaires  et  de  leurs  modules. 

En  Analyse,  on  appelle  expression  symbolique  ou  symbole  toute  com- 
binaison de  signes  algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même,  ou 
à  laquelle  on  attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  doit  natu- 
rellement avoir.  On  nomme  de  même  équations  symboliques  toutes 
celles  qui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions 
généralement  établies  sont  inexactes,  ou  n'ont  pas  de  sens,  mais  des- 
quelles on  peut  déduire  des  résultats  exacts,  en  modifiant  et  altérant 
selon  des  règles  fixes  ou  ces  équations  elles-mêmes  ou  les  symboles 
qu'elles  renferment.  L'emploi  des  expressions  ou  équations  symbo- 
liques est  souvent  un  moyen  de  simplifier  les  calculs  et  d'écrire  sous 
une  forme  abrégée  des  résultats  assez  compliqués  en  apparence.  C'est 
ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  §  IV,  où  la  formule  (4i)  fournit  une  valeur 
symbolique  très  simple  de  l'inconnue  x  assujettie  à  vérifier  les  équa- 
tions (39).  Parmi  les  expressions  ou  équations  symboliques  dont  la 
considération  est  de  quelqtie  importance  en  Analyse,  on  doit  surtout 
distinguer  celles  que  l'on  a  nommées  imaginaires.  Nous  allons  mon- 
trer comment  l'on  peut  être  conduit  à  en  faire  usage.     ■ 
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D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  le  sinus  et  le 
cosinus  de  l'arc  a^-hy  sont  donnés  en  fonction  des  sinus  et  cosinus 
des  arcs  x  ety  par  le  moyen  des  formules 


(0 


cos(^  -+- j)  —  cos^cosy  —  sin^sinjK, 
sin  (j7  -i- y)  =  sino^  cosy  +  sinj  cosx. 


Or,  sans  prendre  la  peine  de  retenir  ces  formules,  on  a  un  moyen  fort 
simple  de  les  retrouver  à  volonté.  Il  suffit,  en  effet,  d'avoir  égard  à  la 
remarque  suivante  : 

Supposons  que  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  expressions 

symboliques 

cos^  +  \J~  i  s\njc, 

cosy  -+-  \/—  I  sin/, 

en  opérant  d'après  les  règles  connues  de  la  multiplication  algébrique, 
comme  si  \/—  i  était  une  quantité  réelle  dont  le  carré  fût  égal  à  —  i. 
Le  produit  obtenu  se  composera  de  deux  parties  :  l'une  toute  réelle, 
l'autre  ayant  pour  facteur  y'—  i  î  et  la  partie  réelle  fournira  la  valeur 
de  cos(.r  -h y),  tandis  que  le  coefficient  de  y  -  i  fournira  la  valeur  de 
sin(j7  +  j).  Pour  constater  cette  remarque,  on  écrit  la  formule 

(  cos(^  +  j) -4- v^'— I  sin(x -f- y) 

(2)  _ 

(        =  (cosj7  -^s/—  f  sin^)  (cosj  -i-  y^  i  sin/). 

Les  trois  expressions  que  renferme  l'équation  précédente,  savoir 

cos^  4-\/— I  sinj7,     cos/ 4- v/— I  sin j-,     cos(.z -f- j) -+- y,/— i  sin(  j? +  /), 

sont  trois  expressions  symboliques  qui  ne  peuvent  s'interpréter  d'après 
les  conventions  généralement  établies,  et  ne  représentent  rien  de  réel. 
On  les  a  nommées  pour  cette  raison  expressions  imaginaires.  L'équa- 
tion (2)  elle-même,  prise  h  la  lettre,  se  trouve  inexacte  et  n'a  pas  de 
sens.  Pour  en  tirer  des  résultats  exacts,  il  faut,  en  premier  lieu,  déve- 
lopper son  second  membre  par  la  multiplication  algébrique,  ce  qui 
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réduit  cette  équation  à 

j  cos(. 27-^7)+^/— isin(^  +  j) 

(       —  cos^cosj-    -  sin^r  sinjH-  !  sinj^cosj  -h  sinjcos^)^/     i . 

Il  faut,  en  second  lieu,  dans  l'équation  (3),  égaler  la  partie  réelle  du 
premier  membre  à  la  partie  réelle  du  second,  puis  le  coefficient  de 
V—  I  dans  le  premier  membre  au  coefficient  de  \/'~i  dans  le  second. 
On  est  ainsi  ramené  aux  équations  (i),  que  l'on  doit  considérer  comme 
implicitement  renfermées  l'une  et  l'autre  dans  la  formule  (2). 

En  général,  on  appelle  expression  imaginaire  toute  expression  sym- 
bolique de  la  forme 

a  -h  b\  —^  i , 

a,  h  désignant  deux  quantités  réelles,  et  l'on  dit  que  deux  expressions 
imaginaires 

a  -^  b  \^ -  1  ,     c  ^  d  v'—  I 

sont  égales  entre  elles  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre  :  1°  entre 
les  parties  réelles  a  et  c;  2"  entre  les  coefficients  de  s'— ~i ,  savoir  h 
et  (L  L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  s'indique,  comme 
celle  de  deux  quantités  réelles,  parle  signe  =,  et  il  en  résulte  ce 
qu'on  appelle  une  équation  imaginaire.  Cela  posé,  toute  équation  ima- 
ginaire n'est  que  la  représentation  symbolique  de  deux  équations 
entre  quantités  réelles.  Par  exemple,  l'équation  symbolique 

équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

a  -~  c,         b  ---  d. 

Lorsque  dans  l'expression  imaginaire 

a  -i-  b  y/ —  I 

le  coefficient  h  de  y  -  i  s'évanouit,  le  terme  bsf^  est  censé  réduit 
à  zéro,  et  l'expression  elle-même  à  la  quantité  réelle  a.  En  vertu  de 
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cette  convention,  les  expressions  imaginaires  comprennent,  comme 
cas  particuliers,  les  quantités  réelles. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  être  soumises  aussi  bien  que 
les  quantités  réelles  aux  diverses  opérations  de  l'Algèbre.  Si  l'on 
effectue  en  particulier  l'addition,  la  soustraction  ou  la  multiplication 
d'une  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  en  opérant  d'après  les 
règles  établies  pour  les  quantités  réelles,  on  obtiendra  pour  résultat 
une  nouvelle  expression  imaginaire  qui  sera  ce  qu'on  appelle  la  somme, 
la  différence  ou  le  produit  des  expressions  données.  Par  exemple,  si 
l'on  donne  seulement  deux  expressions  imaginaires  « -h />  y  -  i  » 
c  -h  f/y''—  I ,  on  trouvera 

(4  )  {an-  b  v'—  i)  M-  (c  4-  d\J—  i)  ;--  a  -I-  c*  -t-  (  6  4-  <i  )  v^— 7 , 

(5)  (a  -F  ^v'—i^  —  {c  -^ds/'^^\)  =  a  —  ç  -H  (  6  ^d)\/'^~^i , 

(6)  (a  -(-  b\'—  i)  X  (c  +  d\/—  i}  =  ac—  bd-i-  {ad^  bc)\J—i . 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  expres- 
sions imaginaires,  comme  celui  de  deux  ou  plusieurs  binômes  réels, 
restera  le  même,  dans  quelque  ordre  qu'on  multiplie  ses  différents 
facteurs. 

Diviser  une  première  expression  imaginaire  par  une  seconde,  c'est 
trouver  une  troisième  expression  imaginaire  qui,  multipliée  par  la 
seconde,  reproduise  la  première.  Le  résultat  de  cette  opération  est  le 
quotient  des  deux  expressions  données.  On  se  sert  pour  l'indiquer  du 
signe  ordinaire  de  la  division.  Ainsi,  par  exemple, 

a~\-b\l—i 


c  -H  d\' —  I 

représente  le  quotient  des  deux  expressions  imaginaires  a  4-  6  y'—  i, 
c  -h  d\J  —  I . 

Élever  une  expression  imaginaire  à  la  puissance  du  degré  m,  m 
désignant  un  nombre  entier,  c'est  former  le  produit  de  m  facteurs 
égaux  à  cette  expression.  On  indique  la  puissance  m'*^"""  de  a -i-  b  \^^i 
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par  la  notation 

(a  +  b\/-'i)"\ 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées  l'une  h 
l'autre,  lorsque  ces  deux  expressions  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
le  signe  du  coefficient  de  y^  i .  La  somme  de  deux  semblables  expres- 
sions est  toujours  réelle  ainsi  que  leur  produit.  En  effet,  les  deux 
expressions  imaginaires  conjuguées 

a-\-  b \' —  I ,     a  —  b \/ —  i 

donnent  pour  somme  ia  et  pour  produit  «--f-  b-.  La  dernière  partie 
de  cette  observation  conduit  à  un  théorème  relatif  aux  nombres  et 
dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  L  —Si  l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  deux  nombres  entiers 
dont  chacun  soit  la  somme  de  deux  carrés ,  le  produit  sera  encore  une 
somme  de  deux  carrés. 

Démonstration.  —  Soient 

«2  -H  b\     c'-  +  d^ 

les  deux  nombres  entiers  dont  il  s'agit,  a-,  b-,  c-,  d-  désignant  des 
carrés  parfaits.  On  aura  évidemment  les  deux  équations 

1  {a  +  b  \/ —  i)  (c  -h  d\/ —  i)  =3  ac  —  bd  -j-  {ad  +  bc)  \'' —  t , 

(7)  ^ 

\  ( a  —  b\l —  \)  {(*—  d\f—  i)  =z  ac  —  bd  —  (ad  -h  bc)  \/—  i , 

et,  en  multipliant  celles-ci  membre  à  membre,  on  obtiendra  la  sui- 
vante 

(8)  (a^H-  b'^)  {c^ -h  d-^)  =  (ac  —  bdy- -^  (ad  +  bc)\ 

Si  l'on  échange  entre  elles  dans  cette  dernière  les  lettres  a  et  b,  on 
trouvera 

(9)  (a'--^b'-){c^-i-d')  =  {ac  +  bdr-^{ad—bc)-. 

il  y  a  donc,  en  général,  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés 
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le  produit  de  deux  nombres  entiers  dont  chacun  est  la  somme  <le  deux 
carrés.  Ainsi,  par  exemple,  on  tire  des  équations  (8)  el  ((j) 

(2^+i2)(3-^+'.>.^).-4'+7-=i'+8^ 

On  voit  par  cei^  considérations  que  l'emploi  des  expressions  imagi- 
naires peut  èlr'»  d'une  grande  utilité,  non  seulement  dans  l'Algèbre 
ordinaire,  maistencore  dans  la  théorie  des  nombres. 

Quelquefois  o\\  représente  une  expression  imaginaire  par  une  seule 
lettre.  C'est  un  artifice  qui  augmente  les  ressources  de  l'Analyse  et 
dont  nous  ferons  souvent  usage. 

Une  propriété  remarquable  de  toute  expression  imaginaire 
a  -h  b\l—  I,  c'est  de  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

p(cosô  -H  v'—  I  sin^), 

p  désignant  une  quantité  positive  et  0  un  arc  réel.  En  efï'el,  si  l'on 
pose  l'équation  symbolique 


(lo)  a  +  b\J —  1  =z  p(cos9  +  \' —  I  sin{y) 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  équations  réelles 

(il)  a  =  pcos5,  Z/rrrpsinÔ, 

on  tirera 

a2+  ^;2z=;  p2(cos-ô  +  sin^^)  =  p-, 


(l'O  o:=\/a-^b-, 

et,  après  avoir  ainsi  déterminé  la  valeur  du  nombre  p,  il  ne  restera, 
pour  vérifier  complètement  les  équations  (lo),  qu'à  trouver  un  arc  0 
dont  le  cosinus  et  le  sinus  soient  respectivement 

(i3)  rns  B  — —  i  sin9 


Or  on  lire/les  formules  (i3) 

,  ,,  ,      siiiô      b 

(i4  lang5=: z==-- 

ces  9       a 

OEuvresdeC.—  's.\\,\..\.  l6 
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D'ailleurs  si  l'on  désigne  généralement  par  la  notation 

arctang,a? 

l'arc  qui,  ayant  x  pour  tangente,  offre  la  plus  petite  valeur  numérique 
possible  et  se  trouve  en  conséquence  renfermé  entre  les  limites 

71  71 

,        -I-  -, 

2  2 

on  vérifiera  la  formule  (i4)  en  posant 

(i5)  9  =  n7r -+- arc  lanir  — > 

a 

Il  représentant  une  quantité   entière   positive  ou    négative.   Entin, 
comme  tout  arc  renfermé  dans  les  limites  —  ->  h-  -  a  un  cosinus  po- 

2  2  ^ 

sitif,  on  peut  affirmer  que  l'arc  0  déterminé  par  la  formule  (i5)  offrira 
un  cosinus  positif  si  n  est  pair,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(i6)  9=±:  2A-7H- arc  lans-> 

a 

tétant  un  nombre  entier  quelconque,  et  un  cosinus  négatif  si  n  est 
impair,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(17)  9  =  ±:(2A"  ^-I)^r^-al•ctanf?-• 

Cela  posé,  de  l'équation  (i4)»  présentée  sous  la  forme 

cos9 sinS 

on  déduira  immédiatement  la  formule 

cosi9 sin9  _         i 

et,  par  conséquent,  les  équations  (i3),  pourvu  que  l'on  détermine  0 

(*)  En  général,  de  la  formule 

abc'"' 
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par  la  formule  (iG)  quand  «sera  positif,  et  par  la  formule  (17)  quand 
a  sera  négatif.  Dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  le  nomhrc  entier  k 
pouvant  recevoir  une  infinité  de  valeurs,  on  obtiendra  aussi  une  infi- 
nité de  valeurs  de  0  propres  à  vérifier  les  formules  (11)  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  formules  (10). 
Kn  résumé,  si  l'on  pose 

('8)  p  — v/a^+/>%        Ç  =  arc  laiiL' - , 

et  si  Ton  désigne  par  ^  un  nombre  entier  quelconque,  on^ura,  dans 
le  cas  où  a  sera  positif, 


(19)  a  +  6v/^^=p[cos(C±  2^71)  + v/^sin(Ç  ±2A-7:)J, 
par  conséquent 

(20)  a  +  /y\/— i  =  p(cosC-+-  v''—  isinÇ)  (cos2  A'ti  ±  v/— ^S'ii^At:), 
et,  dans  le  cas  où  a  deviendra  négatif, 

(21)  a+  èy/— i  =  p|cos[C±:(2A'4-i)7r]  +  v/^sin[C±(2Â'  +  i)7r]j, 
par  conséquent 

(22)  «  +  Z;y/— i  =  p(cosC+v/— ^sinC)  [cos(2/r-M)Tr±  ^^sin(2A- +i)7:| 

Comme  on  a  d'ailleurs 

(28)  C0S2Â-TC  + v^—  I  sin^A-Ti  =  1, 

(2/i)  cos(2A-  +  i)7:d=v^^  sin  (2  A  4-1)71  =  —  i, 

dans  laquelle  a,  j3,  y,  ...,«,//,<?,  ...  représentonl  des  quantités  quelconques,  on  lire 

^'  =  1!  =        ^       a^+P^ 


et,  par  suite, 


a  b  C  —   /rt2^_//2^c* -+-...  ' 

le  double  signe  riz  devant  être  réduit  au  signe  -H  quand  la  fraction  -  est  positive,  et  au 
signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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les  formules  (20),  (22)  donneront,  si  a  est  positif, 

(  20  )  a  -]-  b  \'—  I  =1  p ( cos C  H-  v^—  I  siri  C) 

el,  si  a  est  négatif, 

(26)  a  +  b\J—  I  =—  p(cos^  -h  y/—»  sin^). 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  la  formule  (19)  coïncide  avec  l'équa- 
(ion  (2j),  et  la  formule  (21)  avec  l'équation  (26). 

Lorsque  l'expression  imaginaire  a  -\-  bsj  —  i  se  trouve  ramenée  à  la 

forme 

p(cos!y  +  \'—  I  sin5), 

la  quantité  positive  p  est  ce  qu'on  appelle  le  module  de  cette  expression 
imaginaire.  Comme  des  quantités  «,  b  supposées  connues  on  ne  déduit 
pour  le  module  p  qu'une  valeur  unique  déterminée  parla  formule  (12), 
on  peut  évidemment  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Thkorkju:  II.   —   L'égalilé  de  deux  expressions  imaginaires  entraîne 
toujours  r égalité  de  leurs  modules. 

Il  suit  encore  de  la  formule  (12)  que  deux  expressions  imaginaires 
conjuguées 

a  +  b  \J —  I ,  a  —  b  \/ —  i 

ont  pour  module  commun  la  racine  carrée  de  leur  produit. 

Lorsque,  h  étant  nul,  l'expression  imaginaire  a-{-b\—  hq  réduit 
il  la  quantité  réelle  a,  la  formule  (12)  donne  simplement 


Ainsi  le  module  d'une  quantité  réelle  a  se  réduit  à  sa  valeur  numé- 
rique \ja-. 

Toute  expression  imaginaire  qui  a  zéro  pour  module  se  réduit 
elle-même  à  zéro,  et  réciproquement,  comme  le  sinus  et  le  cosinus 
d'un  arc  ne  deviennent  jamais  nuls  en  même  temps,  il  en  résulte 
qu'une  expression  imaginaire  ne  peut  se  réduire  à  zéro  qu'autant  que 
son  module  s'évanouit. 

Observons  enfin  que  les  définitions  données  dans  le  §  III  des  va- 
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riahlos  intiniinonL  petites  et  infiniment  grandes,  des  fondions  conti- 
nues ou  discontinues,  explicites  ou  implicites,  entières  ou  fraction- 
naires, etc.,  doivent  être  étendues  au  cas  même  où  les  variables  et  les 
fonctions  dont  il  s'agit  deviennent  imaginaires. 

Toute  expression  imaginaire  dont  le  module  se  réduit  à  l'unité, 

étant  de  la  forme 

cos.r  -+-  V'' —  1  sin.r, 

on  effectuera  sans  peine  la  multiplication,  la  division  ou  l'élévation  à 
des  puissances  entières  d'une  ou  plusieurs  expressions  imaginaires 
qui  auraient  l'unité  pour  module.  En  effet  de  la  formule  (i>  )  on  déduit 
immédiatement  la  suivante 

I  (cos.r  +  y—  I  sin./')  (cosr  +  V      '  sin  v)  (cos;  h-  \/—  i  '!>\i\z) . . . 
iV)  "        

(       =z  cos(./-+/4-- +  .  . .)  +>  —  •  sin(.r  4- J-+-  c  +.  .  .), 

(juel  que  soit  le  nombre  m  des  variables  -r,  y,  z,  ....  De  plus  on  tirera 
de  la  formule  (2),  en  y  remplaçant  a-  par  .r  —  y, 

lcos(a;  — /)  -+-  v/—  I  sin(j:-  — /)[  (cosj  +  v'^  -  1  sinj)  ~  cos.r  +  y/—  i  sin.r, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,   y^  cos.r  H- v'—  J  sin.r  ^  ^         , .    , 

(^.8)  -7='-'~. =^COS(.r— j)4-v— ism(.r--j); 

cos  r  ■+■  v~  I  sm/ 

et,  de  la  formule  (27),  en  posant  .r  =  y  =  ^  =  . . ., 

(29)  (cosj"-hy,  — I  sin.r)'"::^  coswi.r  H- y'' — I  sin/^.r. 

Cela  posé,  il  deviendra  facile  d'effectuer  la  multiplication,  la  division 
ou  l'élévation  à  des  puissances  entières  d*unc  ou  de  plusieurs  expres- 
sions imaginaires  dont  les  modules  ne  se  réduiraient  pas  à  l'unité. 

(^ar,  si  l'on  pose 

a  -h  b  v'—  I  =  p  (ces  0  -+-  \J—  1  sin  Ô), 

a'  +  b'  \''^^i  =  p'(cos 0'-\-  ^~  s\nO'), 
a' -h  b"\J—  I  =  p"(cosf5"+  v^'--^ sin 5"), 


126  RESUMES  ANALYTIQUES. 

0,  p',  p", . . .  étant  des  quantités  positives,  et  Ô,  0',  0",  . . .  des  arcs  réels, 
on  aura  évidemment 

{a^b  sT^i)  (a'+  b'  s/'^i)  {a"  +  b"  y/^) .  . . 

=  pp'p" . .  .(cos9  +  \/^7sin9)  (cos5'+  v/^7sin0')  (cosô"+  ^^^sin5"). . ., 
a  +  b  ^ —  I  p    cos^H-y/ — isin9 


(3o) 


(a  +  ^»v''— i')'"=P'"(cos5  4-  v/^Tsin9)'", 
puis  on  en  conclura,  en  ayant  égard  aux  formules  (27),  (28),  (29), 

=:pp'p"..  .[cos(9 -f- 5'+ 5"  +  . ..)  + v/'^sin (9  + 0'+ 5"  +  .  . ,)], 

(3i)  ^,'^^,^,—  :^;g,[cos(9-e-)+v/^sin(0-eo], 

a  +  Z»'  V' —  I        P 

(3-2)  (fl'4-^'/^)"'=p"'(cosm9  +  v/^sin'^ï^)- 

De  ces  dernières  équations  on  déduit  immédiatement  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  III.  —  Le  produit,  le  quotient  et  les  diverses  puissances 
entières  dune  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires  ont  pour  modules 
le  produit,  le  quotient  et  les  di^^erses puissances  de  leurs  modules. 

On  peut  encore  démontrer  facilement  cet  autre  théorème  : 

Théorème  1\  .  —  La  somme  de  deux  expressions  imaginaires  offre, 
ainsi  que  leur  différence,  un  module  compris  entre  la  somme  et  la  diffé- 
rence de  leurs  modules. 

Démonstration.  —  En  effet,  soient 

a  +  b\J—  I  =ip  (cos^H-  sj—  isinô),          a'  +  b' ^—  i  =  (p'  cosO'4-  \/ —  i  sin5') 

deux  expressions  imaginaires  qui  aient  pour  modules  p  et  p',  la  somme 
et  la  différence  de  ces  deux  expressions,  savoir 

(p  cosô  4-  p'  cosô')  +  (p  sin5  +  p'sin0')  \J—  i 
et 

(p  cosô  — p'cosô')  +  (psin^  — p'sin0')v/—  i, 
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auront  pour  modules  deux  quantités  positives  dont  les  carrés  seront 
respectivement 

(33)  (p  cos9  -f-  p'  cos9'y-h{p  sin9  +  p'  sin9')2=  p2_^  2pp'  cos(9  -  Ô')  +  p'^ 
et 

(34)  (pcos(?  — p'cos9')2-i-(psin5  — p'sin9')2=p2— 2pp'cos(9— 9')  +  p"- 

D'ailleurs,  cos(0  —  0')  étant  renfermé  entre  les  limites  —i,  -hi, 
chacune  des  quantités  (33),  (34)  sera  comprise  entre  les  limites 

p2_2pp'+p'2^(p_p')2^(p'_p)2^ 

et  sa  racine  carrée  entre  la  somme  p  4-  p'  et  la  valeur  numérique  de  la 
différence  p  —  p',  ce  qui  suffit  pour  la  démonstration  du  théorème  IV. 

Corollaire.  —  La  somme  de  plusieurs  expressions  imaginaires  offre 
un  module  inférieur  à  la  somme  de  leurs  modules. 


XIV.  —   Des  séries  imaginaires. 


Soient  respectivement 

(2)  «T'O»         <»'l,         H'2, 


deux  séries  réelles,  et  posons 

«0=  <'o+  "f'oV^—  I  >  "l=  ^1+  '«'l  V^—  I  »  «2=  ('2+  (V.,  V'—   I  , 

en  sorte  qu'on  ait  généralement 


Un  =  V„  -+-  IV„  ij  —  1 


La  suite  des  expressions  imaginaires 

(3)  «0,        «1,        «2,         ...,'       li,n         ••• 

formera  ce  qu'on  appelle  une  série  imaginaire.  Soit 

(4  )     5„=  Uo-+-  Ui  ■+■. . .+  a„_i  =  v^-h  v^  -Jr...-\-  t^rt_i-+-  (k'o-+-  u',4-.  .  .-f-  iv„_,  )  y/— 
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hi  somirie  des  n  premiers  termes  de  cette  série.  Selon  que,  pour  des 
valeurs  croissantes  de  /^  s„  convergera  ou  non  vers  une  limite  fixe  s, 
on  dira  que  la  série  (3)  est  convergente  et  qu'elle  a  pour  somme  cette 
limite,  ou  bien  qu'elle  est  divergente  et  n'a  pas  de  somme.  Le  pre- 
mier cas  aura  évidemment  lieu  si  les  deux  sommes  réelles 

Co  +  Cl   +...+  (.„_,, 

convergent  elles-mêmes,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  des 
limites  fixes,  et  le  second  cas,  dans  la  supposition  contraire.  En  d'au- 
tres termes,  la  série  (3)  sera  toujours  convergente  en  même  temps 
que  les  séries  réelles  (i)  et  (2).  Si  ces  dernières,  ou  l'une  d'elles  seu- 
lement, deviennent  divergentes,  la  série  (3)  le  sera  pareillement. 
Si,  dans  le  cas  où  la  série  est  convergente,  on  pose 

/«sera  ce  qu'on  appelle  le  reste  de  la  série  prolongée  jusqu'au /^'*^'»*'. 
Dans  tous  les  cas  possibles,  le  terme  de  la  série  qui  correspond  à  l'in- 
dice Ti,  savoir 

Itn  =  '•«  +  »ï'«  V^—  '  ' 

est  ce  qu'on  nomme  son  terme  général.  Soit  p«  le  module  de  ce  terme, 
en  sorte  qu'on  ait 

(  6  )  *•„  +  (r„  v^—  I  =  p«  (  cos  0„  +  v^^^  si  n  B„  ), 

p,,  désignant  une  quantité  positive  et  0,,  un  arc  réel.  Les  séries  (i), 
(2),  (3)  deviendront  respectivement 

(7)  pocos5u,     piC0s5,,     p.  cosSo,     ..., 

(8)  posin^o,     p,  sin5,,     p,  sinO.,,     ..., 

r  Po(cosôo+v''— ï  sin^o,). 
/q\  '  pi(cos5,+  v/^Tsin9,), 

p.2(cos52+ v^— I  sinSî), 
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et,  comme  la  valeur  numérique  du  sinus  ou  du  cosinus  d'un  arc  réel 
ne  saurait  surpasser  l'unité,  il  est  clair  que,  si  les  modules 

(lO)  PO,        pi»        P2»         ••• 

forment  une  série  convergente,  les  séries  (7),  (8),  par  conséquent  la 
série  (9),  seront  elles-mêmes  convergentes.  On  peut  donc  énoncer  ce 
théorème  : 

Théorème  I .  —  Pour  qu'une  série  imaginaire  soit  convergente,  il  suffit 
que  les  modules  de  ses  différents  termes  forment  une  série  réelle  conver- 
gente. 

On  prouvera  encore  facilement  que,  pour  étendre  les  théorèmes  l, 
11,  IV,  V,  VI,  VU  du  §  VI  au  cas  où  la  série 

Mq,        U^,        ^2»         •  ■  •»        "«»         •  •  • 

devient  imaginaire,  il  sufTit  de  substituer  dans  ces  théorèmes  les  mo- 
dules des  termes  à  leurs  valeurs  numériques.  Ainsi,  en  particulier,  on 
établira  sans  peine  la  proposition  suivante  : 

TiiKORÈME  II.  —  Soit  Çl  la  limite  ou  la  plus  grande  des  limites  vers  les- 
quelles converge,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  la  racine  n'^"'^  du  mo- 
dule p„  de  u,^y  ou  bien  encore  une  limite  fixe  vers  laquelle  converge,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n,  le  rapport 

P«  ' 

La  série  (3)  sera  convergente  si  Ton  a  il<^\,  et  divergente  si  l'on  ce 
i2>i. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  l'on  a  i2<^  i ,  la  série  (10)  étant  con- 
vergente, la  série  (3)  le  sera  elle-même,  en  vertu  du  théorème  I;  et  si 
l'on  a  12  >  I ,  les  plus  grandes  valeurs  du  module 

(•0  P«=(^,!  +  0^ 

croîtront  avec  n  au  delà  de  toute  limite,  ce  qui  ne  peut  arriver  qu'au- 

OEuvres  de  C—  S.U,  i.X.  I7 
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tant  que  les  plus  grandes  valeurs  numériques  des  deux  quantités 

ou  au  moins  de  l'une  d'entre  elles,  croissent  de  même  indéfiniment. 
Donc,  si  l'on  a  11>  i,  l'une  au  moins  des  séries  (i),  (2)  sera  diver- 
gente, ce  qui  entraînera  la  divergence  de  la  série  (3). 

Considérons  à  présent  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  la  variable  x,  savoir 

(12)  ''^OJl  ^  y       ^2  "^   y        «  .  •  • 

Pour  étendre  les  théorèmes  VIII,  IX,  X  du  §  VI  au  cas  où,  les  coeffi- 
cients «0,  a^,  «2»  •••  étant  imaginaires,  la  variable  x  est  elle-même 
imaginaire  ou  de  la  forme 

(i3)  .r  = /-(cos^  +  y/— [  sin^), 

r  désignant  une  quantité  positive  et  t  un  arc  réel,  il  suffira  évidem- 
ment de  substituer  dans  ces  théorèmes  les  modules  de  x,  de  «„,  de 
a,^+^,  ...  à  leurs  valeurs  numériques.  Ainsi,  en  particulier,  on  déduira 
immédiatement  du  théorème  II  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Si,  p„  étant  le  module  de  <2„,  (o  désigne  la  limite  ou  la 

plus  grande  des  limites  de  (p^)",  ou  bien  encore  une  limite  fixe  vers  la- 
quelle converge,  tandis  que  n  croit  indéfiniment,  le  rapport 

9ri±\ 

la  série  (12)  restera  convergente,  tant  que  le  module  r  de  x  sera  inférieur 
à  --,  et  deviendra  divergente  lorsqu'on  aura  r>>  -• 

L'une  des  séries  imaginaires  les  plus  simples  est  celle  qu'on  obtient 
en  supposant  que,  dans  la  progression  géométrique 

(i4)  ' >    ^>    ^  t    •  •  ■  1    -^  f    •  •  •  f 

la  variable  x  soit  imaginaire  et  déterminée  par  l'équation  (i3).  Si  l'on 
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nomme  s,i  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  progression,  on 
trouvera,  comme  dans  le  §  VI, 


D'ailleurs  le  module  de  ce"  étant  la  /i''"'"^  puissance  du  module  /•  de  x, 
ce  module  et,  par  suite,  celui  du  rapport 


deviendront  infiniment  petits  ou  infiniment  grands  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  n,  suivant  que  l'on  aura  r  <  i  ou  r  >>  i .  Donc, 
si  l'on  a  r<i,  ^rt  s'approchera  indéfiniment,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  de  la  limite  s  déterminée  par  l'équation 


S=z 


et  la  progression  (i4)  étant  convergente  offrira  pour  somme ,  en 

sorte  qu'on  aura 


(i6)  i -\- ce -h  J^-^ -\~  .  .  .  = •• 

1  —  oC 

Mais,  si  le  module  r  de  x  devient  supérieur  à  l'unité,  la  série  (i4) 
sera  divergente  et  n'aura  plus  de  somme.  Il  résulte  effectivement  du 
théorème  III  que  la  série  (i4)  sera  convergente  quand  on  aura  /■<  i, 
et  divergente  quand  on  aura  r>>  i. 
Si  l'on  posait 

(17)  J7=r  ;;(cOS^  + V'^"  '  S^I^O» 

S  désignant  une  quantité  positive  ou  négative  et/  un  arc  réel,  le  mo- 
dule de  X  ne  serait  autre  chose  que  la  valeur  numérique  de  5,  et 
l'équation  (16)  donnerait,  pour  des  valeurs  numériques  de  s  infé- 
rieures à  l'unité, 

i    I  +  z{co?,t  +  y/ —  1  sin^)  -t-  z^{cos2t  -\-  \/—  i  sin2^)  4-.  . . 

(•«)  _  _, 

\  I — zcost  —  zsint^ — I 
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Comme  on  a  d'ailleurs 

(i  —  ^  cos,t  —  z  ûnt^—  i)  (i  —  ^  cos^  4-  zsmt^—  i) 
=  (i  —  3  cosO"+  (^  sinO^=  '  —  2^  cos^  4-  z^ 


et,  par  suite, 


I  —  z  cos  t  -^  z  sin  t  y  —  i 


I  —  s  cos^  —  ^sin^V^— I  \  —  "i z  coi t -\~  z- 

la  formule  (i8)  pourra  s'écrire  comme  il  suit 


(19) 


1  -i-^cos^  +  :;-cos2^  +  .  .  .  +  (:;sin^  -h  z^sinit  +'. .  •)  V^—  ' 
I  —  z  coat  z  sinf 


2ZC0St-\-Z^  I—  2SCOSi  +  -3^ 


et  comprendra  les  deux  équations  réelles 


(20) 


I  +  z  cos  t  -\-  Z^  cos  2  ^  +  .  .  .  = 

;  sin  f  +  ^-  sin  2  f  + .  .  .  r= 


I  —  :;cos/ 


F  —  2Z cosi  + 
z  sin^ 

I  —  2Z  COS.t  H- 


qui  subsisteront,  ainsi  qu'elle,  pour  des  valeurs  de  z  comprises  entre 
les  limites 

(21)  Z  =  —l,  Z=:l. 

En  appliq'uant  le  théorème  III  aux  deux  séries 

(22) 
(23) 


1,      ii.x, 


/^(f^-0      «         |x(^-l)(p-2) 


1  .2 


1.2.3 


qui,  pour  des  valeurs  réelles  de  x  renfermées  entre  les  limites  —  i, 
H- 1,  représentent  les  développements  des  fonctions  \(i-^x),  {\^xY, 
et,  supposant  [j.  réel,  on  prouverait  encore  que,  pour  des  valeurs  de  x 
imaginaires  et  déterminées  par  l'équation  (17),  ces  deux  séries  sont 
convergentes  comme  la  série  (i4),  tant  que  ::  demeure  compris  entre 
les  limites  (21). 
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Quant  à  la  série 


(24)  I,        JO, 


1.2  I  .2.0 

qui,  pour  des' valeurs  réelles  de  x,  représente  le  développement  de  e^ , 
on  la  trouvera  convergente  pour  toute  valeur  imaginaire,  mais  finie, 
de  la  variable  x. 

§  XV.  ~  T)es  exponentielles  imaginaires .  Développements  des  fonctions 

coso;,   sin^. 

Désignons  à  l'ordinaire  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  et 
par  A  un  nombre  quelconque.  Si  la  variable  x  est  réelle,  les  deux 

fonctions 

e^,     A^ 

seront  toujours  développables  par  les  formules  (12)  et  (20)  du  §  VI! 
en  séries  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x,  en  sorte  qu'on  aura 

(  I  )  e^  —1  +  X  -\ h 


1.2        1.2.3 

(2)  A-*^ ri::  I  +  a;  1 A  H ^ -^ ^ r/-  -f- . 

1.2  1.2.3 

D'autre  part,  comme,  en  posant 

(lA)" 


ou  a,, 


1 . 2 .  .  .  /i 


on  en  conclut 


—  ou  — 


a„         n  -\-  i  Un         II  H- 1 

puis,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  nombre  n. 


a,. 
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il  suit  (lu  théorème  III  du  paragraphe  précédent  que  les  séries 

<^>  ''    ^*^'    -TT~'    -77773-'    ■•• 

resteront  convergentes  si  la  variable  x  devient  imaginaire,  sans  que; 
son  module  se  réduise  à  ±  00,  c'est-à-dire  pour  toute  valeur  imagi- 
naire et  finie  de  x.  Cela  posé,  après  avoir  démontré  l'équation  (2) 
dans  le  cas  où  la  variable  ce  est  réelle,  concevons  qu'on  étende  cette 
équation  au  cas  même  où  la  variable  x  devient  imaginaire,  et  qu'on 
s'en  serve  alors  pour  fixer  le  sens  de  la  notation  A"^,  c'est-à-dire  pour 
définir  une  exponentielle  imaginaire.  En  prenant 

A  =  e, 

on  réduira  la  formule  (2)  à  la  formule  (i),  par  laquelle  se  trouvera 
définie  l'exponentielle  imaginaire  ^'^;  et,  comme,  en  remplaçant  a?  par 
cc\A  dans  l'équation  (i),  on  fera  coïncider  son  second  membre  avec 
celui  de  l'équation  (2),  il  est  clair  qu'on  pourra  fixer  encore  le  sens 
des  notations 

A^,     e^ 

à  l'aide  de  la  formule  (i)  jointe  à  la  suivante  : 

(5)  •  \^=^e^'\ 

Observons  maintenant  que  l'équation  (i)  du  §  VII  pouvant  être 
étendue  au  cas  où  a  et  ^r  deviennent  des  expressions  imaginaires,  on 
en  tirera,  comme  dans  le  §  VII, 

(6)  lim(i -ha)'"=i+ ^H 1 — x+..., 

1.2        1.2. ..3 

pourvu  que,  le  nombre  entier  m  venant  à  croître  indéfiniment,  l'ex- 
pression imaginaire  a  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  mais 
de  manière  à  vérifier  la  condition 

(7)  \\m{mx)  ^:^  X. 
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On  aura  donc,  sous  cotte  condition, 

(8)  lim(i  + a)'"~e-^, 

quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  œ.  Ainsi,  en  particu- 
lier, comme  on  vérifiera  la  condition  (7),  en  posant 

X 
Cf.  =   — ) 

m 
la  formule  (8)  donnera  généralement 

(9)  e^=  lim  (  i-t-  -- 

\        m 

Si  dans  la  formule  (9)  on  remplace  x  par  j,  on  obtiendra  la  for- 
mule semblable 

e>'=lim(  1+  ^  )    , 


et  de  cette  dernière,  jointe  à  la  formule  (9),  on  tirera 
(10)  e-^eJ'— -  lim    1+  —  [  ^  +  /H -\\    ■ 


D'ailleurs,  si  l'on  pose 
on  en  conclura 


I   /  xy 

(X  ^=1  —  [  X  -r-  Y  -\ — 


lim  mct.—-\nw{œ-^y-\ ^  )  =  i'  -f-  /, 

par  conséquent 

Donc  la  formule  (10)  pourra  être  réduite  à 

(•0  e^er—  e^^y. 

Si  dans  cette  dernière  on  remplace  x  et  y  par  J^IA  et  ylA,  on  trou- 
vera, en  ayant  égard  à  l'équation  (5), 

(•2)  k^' ky  —  k.^'+y . 

Ainsi  les  formules  (11),  (12),  qui  expriment  une  propriété  fondamen- 
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talo  des  exponentielles  dont  les  exposants  sont  réels,  s'étendent  au 
cas  même  où  les  exposants  deviendront  imaginaires.  Ajoutons  que 
de  ces  formules  on  déduit  immédiatement  les  suivantes 

(i3)  ^x+y+z+...  =e^  gy  e=  .  . ., 

(i4)  A^+^+=-^-— A^AJ^A".  .  ., 

quel  que  soit  le  nombre  m  des  variables  x,  y,  z,  . . .;  puis,  en  posant 
x=y  =  z=..., 

{i5)  e'"-^  =  (e^  )"', 

(ï6)  A"'^::z:(A^)'«. 

Entin,  si  dans  les  formules  (ii)  et  (12)  on  remplace  x  par  x  —  y,  on 
en  déduira  immédiatement  les  deux  suivantes  : 

(17)  ^"'''  =  ^' 

(18)  ^""''=iJ- 

Concevons  ii  présent  que  dans  l'équation  (9)  on  écrive  x\!-  i  au 
lieu  de  x,  et  que  dans  la  formule  ainsi  obtenue,  savoir 

on  attribue  à  x  une  valeur  réelle.  Si  l'on  pose 

(20)  /• 

on  aura 

(21)  iH v/— I      = /'(cos^-i- v'^— 1  sin/), 

m  *  \  »  / 

(22)  (iH V       ')    = '"'"(cosm^  +  V— I  sinwf). 

De  plus,  comme,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (20),  l'arc  /  aura 


x-Y 

X 

t  —  arc  tang  — 

"  m 
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pour  limite  zéro,  l'équation  (77)  du  §  XII  donnera 

,.     ianst      ,.      X 
lim  — ^-  —-  Iim  —  r=  i 
t  mt 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Wmmi  ^=1  x . 

Entîn,  puisque  la  première  des  équations  (6),  (7)  (§  VII)  entraîne 
toujours  la  seconde,  et  qu'on  a  évidemment 

,.     m  X-        ,.      x'^ 
hm  -    — ,  =::  Iim  —  =  o, 
"?.   m-  im 

on  trouvera  encore 

m 

lim  /■'"  —  lim  (  I  +  -'^-  V  —  e»  =  i . 
Donc  on  tirera  de  l'équation  (20) 

et  la  formule  (19)  donnera 

(^4)  e^v'-iz=  coso;  H- v^    - 1  sin.37. 

Ainsi  toute  expression  imaginaire  qui  a  l'unité  pour  module  et  peut 
en  conséquence  s'écrire  comme  il  suit 

cos^  H-  \  —  I  sin^, 

X  désignant  un  arc  réel,  se  confond  avec  une  exponentielle  imagi- 
naire et  de  la  forme 

Si  l'on  attribuait  à  x  une  valeur  en  partie  réelle,  en  partie  imagi- 
naire, si,  par  exemple,  on  supposait 

7,  -  désignant  des  quantités  réelles,  on  tirerait  de  la  formule  (ri), 

ORuvrfi  dt  C.  ~  S.  M,  l.  X.  l8 
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jointe  à  la  formule  (24), 

(20)  er-i--s/-'  =  ey(cosz  -f-  v^— i  sin^). 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  remplace  y  et  s  par  jlA  et  ^1  A,  on 
en  conclura,  eu  égard  à  la  formule  (5), 

(26)  AJ-+W^=:AJ'[cos(^IA)  +v''^  sin(slA)]. 

Les  formules  (26),  (27)  fournissent  immédiatement  les  valeurs  des 
exponentielles 

correspondantes  à  une  valeur  imaginaire  quelconque  de  la  variable  oc. 
Lorsque  dans  la  formule  (24)  on  remplace  x  par  —x,  on  obtient 
la  suivante 

(27)  e-^v'-i  izz  cosjc  —  V  —  >  sin^c, 

de  laquelle  on  tire,  en  la  combinant  avec  la  formule  (24), 

(28)  2  cosj7  =  e■^^^  +  e-^\/"',         2  sin^v  ~  '  =  ^'*^^^' —  ^"'^^'^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(20)  cosa^=- ■•>         sin.rrz. ; 

Ces  dernières  formules  subsistent,  comme  les  équations  (24)  et  (27), 
pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  la  variable  x.  En  les  étendant 
au  cas  même  où  x  devient  imaginaire,  on  pourra  s'en  servir  pour  fixer 
dans  ce  dernier  cas  le  sens  des  notations 

cos^,     sin^. 

Si  à  l'aide  de  l'équation  (i)  on  développe,  suivant  les  puissances 
entières  et  positives,  le  premier  membre  de  la  formule  (24),  on  trou- 
vera 

(3o)     coSuT  +  vA--  I  sin^  r=  1  +  xsj—  i 7V^  ï  -1 o~T  +•■■■> 

^        '      ■  *  *  I  .2  I .2.3  1.2.5.4 
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par  conséquent 


(30 


\ 


cos.r  =z  I  — 


sino^  =;  J"  — 


I .: 


a-* 


.2.3.4 


1.2.3        1.2.3.4.5 


Les  formules  (3i),  qu'on  peut  aussi  déduire  des  équations  (29),  sub- 
sistent pour  des  valeurs  finies  quelconques,  réelles  ou  imaginaires  de 
la  variable  x. 

De  la  formule  (2/1),  jointe  aux  formules  (20),  (22),  (25),  (26)  du 
§  XIII,  il  résulte  que,  si  a,  h  désignant  deux  quantités  réelles  quel- 
conques, on  pose 


(3?.)  p  — vV^2+6^         C  — arclanj;-. 


on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a,  non  seulement 

(33) 

mais  encore 


a  -h  h\/—  I  —  pe^V-V 


(34 


a  -4-  h  \/—  I  =^  pe'^ v'-i  e 


,!;v'-l  ^±2A:11V'-1 


k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  pour  des  valeurs  néga- 
tives de  a,  non  seulement 


(35) 

mais  encore 

(36) 

En  résnmé,  on  aura 

(37) 


rt  +  b\J—  I  =— peW-i, 


a  -h  b  y/—  I  =  f 


QC^V 


/^ 


la  valeur  de  6  devant  être  déterminée  par  la  première  ou  la  seconde 
des  deux  formules 


(38) 
(39) 


9r=rÇ±2A'7:, 

9  =  Ç±(2A-  +  i)7:, 
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suivant  que  la  quantité  réelle  a  sera  positive  ou  négative.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  --    Toute  expression  imaginaire 

a  -\~  b\  —  I 
est  le  produit  d'un  module  réel 


p  z=L  ^a^+  b- 
par  une  exponentielle  imaginaire  de  la  forme 

■» 
et  dans  laquelle  0  désigne  un  arc  réel  déterminé  par  l'une  des  équa- 
tions (38),  (39). 

A  l'aide  du  théorème  I,  joint  aux  formules  (i3),  (i5),  (17  ),  il  sera 
très  facile  d'effectuer  la  multiplication,  la  division  ou  l'élévation  à  des 
puissances  entières  d'une  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires 
dont  les  modules  ne  se  réduiraient  pas  à  l'unité.  Car,  si  l'on  pose 


a-\-b^l^i  —  pe^^-\     a'-\-b'\/—i  =  p'e^'\^'\     a"-hb'\^—i 


P" 


p,  p',  p",  .. .  étant  des  quantités  positives,  etO,  Q',  6",  . . .  des  arcs  réels, 
on  trouvera 

(4o}     (a  +-  6  V/--7)  (a'-t-  6\/— T)  (a"+  b"  v'-^)  .  ..:=pp'p". . .  e(84-9'+0"...)v/-"f, 

a'+b'^~i        p' 

(42)  (a  +  6v'^^)"'  =  p'"e"''^V^i. 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  formule  (34)  s'accorde  avec  la  for- 
mule (33),  et  la  formule  (36)  avec  la  formule  (35),  attendu  qu'on  a 
généralement 

(43)-  e-'^'^v'-i  —  cosaA-Tr  ±  v/~-~7  sina  A't: --- i, 

(44)  e±(2/.+  i;7r^/-i  =  cos(2A'  +  Ott  ±  v''^sin(2A-  +  1)7:  =  -  i. 
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Il  y  a  plus  :  si  t  désigne  un  arc  réel,  on  ne  pourra  évidemnrient  satis- 
faire à  Téqualion  imaginaire 

(45)  e'V^^^f 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  aux  deux  équations  réelles 

(46)  cos^zni,         sin^  =  o 
qu'en  posant 

(47)  t--±:xkr,, 

et  attribuant  au  nombre  k  une  valeur  entière.  Pareillement  on  ne 
pourra  satisfaire  à  l'équation  imaginaire 

(48)  e^V^  — _i 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  aux  deux  équations  réelles 

(49)  cos<  — —  I,         sin«  — o 
qu'en  posant 

(50)  ^  —  ±(2  A- +  1)71. 

i 

§  XVI .  —   Relations  qui  existent  entre  les  sinus  ou  cosinus  des  multiples 
d'un  arc  et  les  puissances  entières  des  sinus  et  cosinus  du  même  arc. 

Si  dans  la  formule  (i5)  du  paragraphe  précédent  on   remplace  x 
par  a?  y/- I ,  elle  donnera 

g.«x\/-i_(ga;v'-l)"' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cxi%mx  +  V'—  isinm^  —  (cosxh-  y '  ~  ïsiiij:)'" 

—  cos^  +  mcos"'-',z;sin^V''~  •  —  {"^)i  cos"'--a.-  siii-j? 
—  (m)3  cos"'-''j7  sin^j:  v'~  i  4-. . . . 
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On  aura  donc 


(') 


cosrna-  =r  cos'"^  —  (m),  cos'"   -j?  sin-x  +  (/w)4  cos"'-'*.r  sin^^  — . 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(  cosm^--;  [i  —  (m).,  tang-^  -h  (m)^ tang^x  — .  . .]  cos'"j7, 

(2) 

(  sin/w^  —  [m  tangj:- —  (/?i)s  tang^^ +.  .  .]  cos'"j7, 

puis  on  en  conclura 

m  tangic  —  (m'is  langea?  +  . . . 


(3)  tangm.37  = 


1 --  [/n),  lang'j?  H-  (//i)4  tang*j? 


Si,   pour  fixer  les   idées,   on   pose   successivement   m  =  2,  m  —  3, 
m  =  4,  . . . ,  les  formules  (i )  et  (3)  donneront 


(4) 

(5)  tang2^ 


(  008  2^=3  cos^  .27  —  sin^j7, 
r    sina^r  z=  2  sin^ic  cos^r, 

2  langer 


(6) 


I  —  lang-j; 

(  cos3.r  =  cos^^r  —  3  cos^r  sin^^r, 
/   sin3.3:" -=  3  cos^j;  sinx  —  sin^j7, 


3  tang^r  —  tang^x 
(7)  tang3.r  -iz-  ^ 


(8) 

(9)  tang4^ 


I  —  3  lang-.37 
(  0084-^  =  cos*.x-  —  6  cos^.37  sin-.ï'  +  sin*  j?, 
(   sin4-a"  =^  4  cos^iT  sin.37  —  4  cos.r  sin^.3:', 
4(tangx  —  tang^oc) 


1  —  6  tang^.3?  -r-  lang*.af 


Les  formules  (i),  dont  les  seconds  membres  entraînent  toujours  un 
nombre  fini  de  termes,  peuvent  servir  à  déterminer  cosmx  et  s'inmx 
en  fonction  de  sin.r  et  de  cos^. 

On  peut  aussi  exprimer  les  puissances  de  sin^  et  de  cosas-  en  fonc- 
tion des  sinus  et  cosinus  des  arcs  multiples  de  x.  En  effet,  on  tire  des 
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formules  (28)  du  paragraphe  précédent 


(II) 


puis  on  en  conclut  :  i"  en  supposante  impair 

1  cos'"  J'  =  — ^-r  r  cos  inx  -\-  m  ces  (  /m  —  2  )  x  +  . . .  +  (  //*  )„,  _ ,  cos  x  1 , 
l  2'"-»  [  —r  \ 

I  m  —  1 

1  /  j\      2~ 

/  sin"'.z;  =  - — -^^ —  {?>mmx—  msin(m—  2)^  +  ..  .±:  (/«)/« -^sin-^l; 

•ï"  en  supposant  m  pair 

I'  cos'"^=  — ^  rcosmj?4-m  cos(/«  —  2)j:-v.  . . --f-  (/«),„     cos2j7+  |-("0,„|, 
2'""  V~'  "^ 

sin'"  X  =  -^  fcos  m  j:  —  /?i  cos  (  m  —  2  )  X  -i- .  .  .  q=  (  m  ),„     cos  2  .r  ±  i  (  //*  )„,  I . 
^  1  2  il 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose  successivement  m= 2,  m ^^3,  m  =  4»  •••» 
on  tirera  des  formules  (11)  et  (12) 

(  008^^  =  7(0052^  +  1), 

(i3) 

(    sin-^=--|( — C0S2j:^'  +  i), 

[    COS'^  =  I  (C0S3^  -I-  3  cos  J7), 

1   sin^.27  =  {  (sin3j7  —  3  sin^), 

[  C0S*J7  =  |(C0S4.3?  -h  4f*OS2X  +  3), 

(i5)  ■  {  sin*J7  =- |-(cos4^  —  4  C0S2J:  +  3), 


§  XVII.  —  Sommation  des  sinus  ou  cosinus  d'une  suite  d'arcs  représentée 
par  les  différents  termes  d'une  progression  arithmétique. 

Considérons  une  suite  d'arcs  en  progression  arithmétique  ou  de  la 
forme 

(i)  9,     ÔH-f,     0+2^     ...,     B  +  {n-i)t, 


144  RESUMES  ANALYTIQUES. 

0,  /  désignant  deux  quantités  réelles  ain  un  nonibre  entier  quelconque. 
On  aura 

1  cos9-h  cos(9  4-0  +cos(9-+-  2  0  H-. .  .  +  cos[0  +  (/ï  —  i)^] 

(2)  j  -f-  |sin9  +  sin(9  4-0  +  sin(ô  +  20+...+  sin[0  +  (rt  —  i);]|y/^T 

D'autre  part,  si  dans  la  formule  (i5)  du  §  XIV,  savoir 

3)  \  -[-  3P  +  or-  -h.  .  .  +  x"-^  — =  , 

1  —    X  X  —  I 

on  pose 
on  trouvera 


e^         —  e    - 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


I  +  e'v'-l-|-e2^/-i.4-.  .  .4-  gf/v-lj^v'^: 


^{n~\)t,'^i_      \,,rn 


e^      -=  —  e 


2  sin  -\!  —  I 


On  aura  donc  par  suite 


_  sin(0  -^  \t  +  nt)  —  sin(9--fO"  ^  cos^—  i^  —  cos(0  —  i^  +  «0 

_  .   ^  "     ''  7^/  —  v'-i» 

2Sin-  2sin- 

■i  2 

et  la  formule  (2)  fournira  les  deux  équations  réelles 

|cosg-^cos(9  +  0  +  cos(9  +  20+...  +  cos[9  +  (/.-^0^]^^ii:ri^  +  ^^^Zlli£l 

I  2  sin  - 

1  2 

sinô  +  sin(9-.0  +  sin(9  +  20+...+  sin[9  +  («-OO-  "-"— "-^^^^^^^ 
!  2  sin  - 
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Si  dans  les  équations  (i)  l'arc  0  se  réduit  à  zéro,  elles  donneront 

I       I  sin(/i —  \)t 


[  I  -+-  cos «  4-  cos 2^4-...+  cos {n-~  i)t=  -  + 
(6) 


•2  .       t 

sin  - 

2 


I  t  l    COS(/i  —  ^)t 

sin  ^  +  sin  2  «  + ...  H-  sin  (  «  —  I  )/:=:-  col  - 


2  2  2  .      t 

sin  - 

2 

271 


Si  dans  les  mêmes  équations  on  pose  nf  —  -i-  ou  /  =  — ?  leurs  seconds 
membres  s'évanouiront.  Enfin,  si  l'on  pose  /z/ =  tt  ou  /  =  ^'  on 


trouvera 


cos  9  -f-  cos  [  9  +  -  ]   +  cos  (  0  H j  +  .  .  .  +  COS  (  9  H 71 


71 

Sin  — 
111 


(7) 


sin  y  +  sm  I  y  H —  I  +  sin  (  9  h-  -- 


\  n  .71 


sm 

2  /i 


Soit  maintenant  s  une  longueur  comptée  sur  une  droite  AB  que  ren- 
ferme un  certain  plan  OO'O";  que  dans  le  même  plan  on  mène  par  le 
point  0  :  i°  une  perpendiculaire  MN  à  la  droite  AB;  2'^  n  autres  droites 
qui  comprennent  entre  elles  des  angles  égaux  dont  chacun  aura  évi- 
demment pour  mesure  le  rapport 


27Î  TT 

in        II 


Le  système  de  ces  dernières  droites  offrira  une  espèce  de  rose  des 
vents;  et,  si  l'on  nomme  0  le  plus  petit  des  angles  qu'elles  forment 
avec  la  droite  MN,  ô  sera  compris  entre  les  limites  o,  --•  Ajoutons 
que  les  diverses  droites  dont  sera  composée  la  rose  des  vents  forme- 
ront avec  MN  des  angles  respectivement  égaux  aux  différents  termes 
de  la  progression  arithmétique 

r>  n  ^  n  271  .  {fl  —l)n 

n  n  n 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  X.  "9 
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Cela  posé,  soient 


«0,       (fl,       Ct-i, 


««-t 


les  projections  orthogonales  de  la  longueur  s  sur  les  droites  dont  il 
s'agit.  En  vertu  du  théorème  I  du  §  XII,  a,n  sera  le  produit  de  s  par  le 
cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  une  de  ces  droites  et  AB  ou,  en 
d'autres  termes,  par  le  sinus  de  l'un  des  deux  angles  que  forme  la 
même  droite  avec  MN  perpendiculaire  à  AB.  On  aura  donc 


«,„— -5sm   y  4- 


et,  par  suite, 

«0  +  a,  4- .  .  .  +  a„  _,  r=  s 


sin9  +  sinf  5 


n  / 


mn 


sin 


271 

n 


sin(ô+^_l;:)] 


Soit  d'ailleurs  u.  la  moyenne  arithmétique  entre  les  projections  a^,, 
a,,  ... ,  a,j_,  de  longueur  s,  en  sorte  qu'on  ait 


(9^ 


On  tirera  des  formules  (8)  et  (g),  jointes  à  la  seconde  des  équa- 
tions (7), 


par  conséquent 

(10) 


n/jL  —  s 


cos( 6 

1  n 


sm 


sin 


cosi 

in 


Donc,  puisque  0  est  compris  entre  les  limites  o,  --,  on  conclura  de 
l'équation  (10)  que  la  longueur  s  est  renfermée  entre  les  limites 


«atang — ,     /m  sin — 5 

2n  ^        in 
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ou,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

entre  les  limites 

,        lan?:a       ,        sina 

(12)  i^f^— ^-'        Ï^P-^- 

Concevons  à  présent  que  le  nombre  n  croisse  indéfiniment.  L'arc 

a  1=  — 

in 

s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  et  les  rapports 

tanga       sina 
oc  a 

de  la  limite  i  {voir  le  §  XII).  Donc,  pour  des  valeurs  infinies  de  /z, 
les  expressions  (12)  deviendront  égales  entre  elles  et  à  ^tïjx,  et  l'on 
pourra  en  dire  autant  de  la  longueur  s.  Ainsi  se  trouve  démontrée  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  nomme  n  le  nombre  des  droites  dont  se  compose 
une  rose  des  vents  tracée  dans  un  plan  quelconque  et  [X  la  moyenne  arith- 
métique entre  les  projections  sur  ces  droites  d'une  longueur  rectiligne  s 
mesurée  dans  le  même  plan,  celte  longueur  sera  précisément  équivalente  à 

la  limite  vers  laquelle  converge  le  produit 
/ 

(l3)  iTTfX 

pour  des  valeurs  croissantes  de  n. 

Si,  en  attribuant  au  nombre  n  une  valeur  considérable,  on  prend 
^ir{jL  pour  valeur  approchée  de  s,  l'erreur  commise  sera  représentée 
par  la  valeur  numérique  de  la  différence 

et,  puisque  la  longueur  s  est  renfermée  entre  les  quantités  (12),  nous 
pouvons  conclure  que  l'erreur  commise  sera  équivalente  au  produit 
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de  ^TTf/.  par  une  quantité  renfermée  entre  les  limites 


(.4)  ^^"^-^ 


a     -''    ' 


D'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (h)  du  §  XV,  les  différences 


sina  a-  a* 


a  1.2.3        1.2.3.4.5       '  '  '  ' 

Pin  a       ^^^  a-    /         i\  a*        /         1  \  i   a^  i       a* 

a  1.2V        3/       1.2. 3.4V        3/  I    '^        1-2.3    5^ 

seront  développables  en  séries  convergentes  dont  les  termes  alternati- 
vement positifs  et  négatifs  offriront  des  valeurs  numériques  de  plus 
en  plus  petites,  lorsqu'on  supposera 


et,  par  suite, 


a  -  —  7  7  <  I . 
2/1      4 


Donc  alors,  en  vertu  du  théorème  II [  du  §  VI,  on  aura 

,  t;\  sina       a-       tt-    i 

a  b         24  /<- 


et 


par  conséquent 


sma  a-        tî-    i 

cosa  <  —  = 

a  3  12  «- 


/  a\  tanga  tt-  séca    i 

(16)  2 ,<; 


puis,  en  supposant 
par  suite 


HZ  3, 


a^-,  sec  ot 


^/3 


et  ayant  égard  aux  conditions 


7r2=::(3,i4io...)2- 9,869...<io,  —  <       <,,  <^        < 

24       'M       .  5^3       ^jq8 
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on  tirera  des  formules  (i5),  (i6) 

sina        I  tanga  i 

(17)  1 <— »  — ^ '<— • 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorè3IE  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  1, 
si  Ion  prend  pour  valeur  approchée  de  s  la  quantité 

l'erreur  commise  ne  surpassera  pas  le  produit  de  cette  valeur  approchée 
par  —  1  pourvu  que  le  nombre  entier  n  ne  soit  pas  inférieur  à  3. 

§  XVIII.  —  Relations  qui  existent  entre  le  périmètre  d' un  polygone  plan 
et  les  sommes  des  projections  des  éléments  de  ce  périmètre  sur  diverses 
droites.  Rectification  des  courbes  planes. 

t 

Théorème  1.  —   Un  polygone  étant  tracé  dans  un  plan  quelconque,  si 

l'on  nomme  n  le  nombre  des  droites  dont  se  compose  une  rose  des  vents 
construite  clans  le  même  plan ,  A  la  somme  des  projections  absolues  des 
divers  côtés  du  polygone  sur  l'une  de  ces  droites,  M  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  les  valeurs  de  A  correspondantes  aux  diverses  droites  et  S  le 
périmètre  du  polygone,  on  aura  sensiblement,  pour  des  valeurs  considé- 
rables de  n, 

(0  S  =  iTrM. 

De  plus,  si  le  nombre  entier  n  surpasse  2,  l'erreur  que  l'on  commettra  en 
prenant  ~tM  pour  valeur  approchée  de  S  sera  inférieure  au  produit  de 
cette  valeur  approchée  par  -  -  • 

Démonstration.    -  Soient 

Si,      s  ,      s  ,       .  .  , 

les  longueurs  des  divers  côtés  du  polygone,  et 

F>    f^'.    f^".     ••• 
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les  moyennes  arithmétiques  entre  les  projections  de  s,  ou  de  s',  ou  de 
/',  . . .  sur  les  diverses  droites  dont  se  compose  la  rose  des  vents.  On 

aura  évidemment 

S  ~s  -+-s'  +.s"  4- .  . . , 

M  =  p.  -I-  JUl'  +  ]!/"  4- .  .  . 

et,  par  suite, 

^T:M  =  \T:ix-h  l  TT/ji'  +  i  v:ix"  -h  .  . . . 

D'autre  part,  si  l'on  prend  pour  valeurs  approchées  de 

s,     s',     s",      ... 

les  quantités 

|7:fx,     \t:ix',     \t:ix\     ..., 

les  erreurs  commises,  en  vertu  des  théorèmes  I  et  II  du  paragraphe 
précédent,  seront  respectivement  inférieures  aux  produits  de  ces 
quantités  par  --•  Donc  l'erreur  commise  sur  la  somme 

.v  +  .ç'4-,ç"  +  ...— S 
sera  inférieure  au  produit  de  ~  par  la  somme 

i  71^  +  I- TTf/' +  i  TT/Jl"  +  .  .  .  z=  i  71  M. 

Cette  erreur  commise  étant  très  petite  pour  des  valeurs  considérables 
de  n,  on  aura  sensiblement  alors 

S  =  |7rM. 

Corollaire  I.  —  Il  est  clair  que  la  démonstration  précédente  est 
applicable,  non  seulement  à  un  polygone  fermé,  mais  aussi  à  un  poly- 
gone ouvert,  c'est-à-dire  à  une  portion  de  polygone  et  même  à  un  sys- 
tème de  polygones  ou  de  portions  de  polygones,  quel  que  soit  d'ail- 
leurs le  nombre  de  leurs  côtés. 

Corollaire  IL  —  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  considère  un  polygone 
convexe  et  fermé,  la  somme  A  des  projections  des  côtés  du  polygone 
sur  une  droite  est  évidemment  double  de  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 
projection  dû  polygone,  c'est-à-dire  double  de  la  longueur  lit  qui  ren- 
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ferme  tous  les  points  de  cette  droite  avec  lesquels  peuvent  coïncider 
les  projections  de  points  pris  au  hasard  sur  le  périmètre  du  polygone. 
Par  suite,  la  moyenne  arithmétique  M  entre  les  diverses  valeurs  de  A 
correspondantes  aux  diverses  droites  dont  se  compose  la  rose  des 
vents  sera  double  de  la  moyenne  arithmétique  iW  entre  les  diverses 
valeurs  de  M  qui  représenteront  les  projections  du  polygone  sur  ces 
diverses  droites  ou,  si  l'on  veut,  les  dimensions  du  polygone  mesu- 
rées parallèlement  à  ces  mêmes  droites.  On  peut  donc  encore  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Étant  donné  dans  un  plan  quelconque  un  polygone 
convexe  et  fermé,  si  l'on  nomme  n  le  nombre  des  droites  dont  se  compose 
une  rose  des  \)enl s  construite  dans  le  même  plan,  M  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  les  projections  du  polygone  sur  ces  diverses  droites  et  S  le  péri- 
mètre du  polygone,  on  aura  sensiblement,  pour  des  valeurs  considérables 
de  n, 

(2)  8=71^. 

De  plus,  si  le  nombre  entier  n  surpasse  2,  l'erreur  que  l'on  commettra  en 
prenant  iz  Jll  pour  valeur  approchée  de  S  sera  inférieure  au  produit  de 

cette  valeur  approchée  par  —  • 

Concevons  maintenant  que  les  polygones  dont  il  est  question  dans 
les  théorèmes  I  et  II  soient  inscrits  à  des  courbes  données.  Si  les 
côtés  de  ces  polygones  deviennent  infiniment  petits  et  le  nombre  de 
ces  côtés  infiniment  grand,  le  périmètre  de  chaque  polygone  aura  pour 
limite  la  longueur  ou  le  contour  de  la  courbe  circonscrite.  Par  suite, 
on  déduira  immédiatement  des  théorèmes  I  et  II  ceux  que  nous  allons 
énoncer  : 

Théorème  III.  —  Etant  donné  dans  un  plan  un  contour  quelconque  S, 
si  l'on  nomme  n  le  nombre  des  droites  dont  se  compose  une  rose  des  vents 
construite  dans  le  même  plan ,  A  la  somme  des  projections  absolues  des 
diverses  parties  du  contour  sur  une  des  droites  et  M  la  moyenne  arith- 
métique entre  les  valeurs  de  A  correspondantes  aux  diverses  droites,  on 
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aura  sensiblement,  pour  des  valeurs  considérables  de  n, 

(0  S:^J7rM. 

De  plus,  SI  le  nombre  entier  n  surpasse  i,  l'erreur  que  ion  commettra  en 
prenant  -^r.M  pour  valeur  approchée  de  S  sera  inférieure  au  produit  de 
cette  valeur  approchée  par  —  • 

Corollaire  I.  ~  Ce  théorème  subsisterait  encore  si  l'on  représentait 
par  S  le  système  d'une  ou  de  plusieurs  longueurs,  mesurées  sur  une 
ou  plusieurs  lignes  droites  ou  courbes  fermées  ou  non  fermées. 

Corollaire  H.  —  La  valeur  approchée  de  S  étant  calculée  à  l'aide  de 
la  formule  (i),  l'erreur  commise  ne  dépassera  pas  la  neuvième  partie 
de  cette  valeur,  si  l'on  prend  n  =  3,  la  vingt-cinquième  partie  si  l'on 
prend  n  =  5,  et  la  centième  partie  si  l'on  prend  n=  lo.  Dans  le  pre- 
mier et  le  second  cas,  M  sera  la  moyenne  arithmétique  entre  les 
sommes  des  projections  absolues  des  éléments  de  S  sur  trois  ou  cinq 
droites  respectivement  parallèles  aux  côtés  d'un  hexagone  ou  d'un 

décagone  régulier. 

.  * 

Corollaire  III.  —  Si  S  représente  le  système  de  plusieurs  courbes 
fermées  et  tracées  dans  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  avec  le  rayon  R, 
si  d'ailleurs  on  suppose  que  le  système  de  ces  courbes  ne  puisse  être 
traversé  par  une  droite  en  plus  de  im  points,  on  aura  évidemment 

A  <c  2  /n .  2  R 
et,  par  suite, 

(3)  M<2/?ï.2R; 

puis,  en  observant  que  la  formule  (2)  devient  rigoureusement  exacte 
pour  des  valeurs  infinies  de  n,  on  tirera  de  cette  formule,  jointe  à  la 
condition  (3), 

(4)  S<m.27TR. 

Théorème  I\.  —  Etant  donnée  dans  un  plan  quelconque  une  courbe 
convexe  et  fermée,  si  l'on  nomme  n  le  nombre  des  droites  dont  se  compose 
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une  rose  des  vents  construite  dans  le  même  plan,  M  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  les  projections  de  la  courbe  sur  ces  diverses  droites  et  S  le  péri- 
mètre de  la  courbe,  on  aura  sensiblement,  pour  des  valeurs  considérables 
de  n, 

(2)  S^TTiïl. 

De  plus,  si  le  nombre  entier  n  surpasse  2,  l'erreur  que  l'on  commettra  en 
prenant  ir  JH  pour  valeur  approchée  de  S  sera  inférieure  au  produit  de 
cette  valeur  approchée  par  -^  • 

Corollaire  I.  —  Une  courbe  convexe  est,  comme  l'on  sait,  celle 
qu'une  droite  ne  peut  traverser  en  plus  de  deux  points.  Cela  posé, 
concevons  que  S  représente  le  périmètre  d'une  courbe  fermée  et  con- 
vexe, tracée  dans  l'intérieur  d'un  cercle  dont  le  rayon  soit  R.  On  tirera 
de  la  formule  (4),  en  y  posant  m—\, 

S<27rR. 

Corollaire  II.  —  Si  S  représente  la  circonférence  d'un  cercle  décrit 
avec  le  rayon  R,  la  projection  de  S  sur  une  droite  quelconque,  et 
par  suite  la  quantité  M  elle-même,  se  réduiront  évidemment  au  dia- 
mètre 2R,  Donc  alors  la  formule  (2)  donnera,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  * 

(5)  Sr=27rR. 

§  XIX.  —  Sur  les  puissances  fractionnaires,  ou  irrationnelles,  ou  néga- 
tives d'une  expression  imaginaire.  Résolution  des  équations  binômes 
et  de  quelques  équations  trinômes. 

Pour  rendre  plus  clair  ce  que  nous  avons  k  dire  sur  les  puissances 
fractionnaires,  ou  irrationnelles,  ou  négatives  des  expressions  imagi- 
naires, il  sera  utile  de  rappeler  d'abord  les  définitions  relatives  aux 
puissances  des  nombres. 

Elever  A  à  la  puissance  du  degré  x  (x  étant  positif),  c'est  chercher 

0£ufrcsdeC.  —  S.U,U\.  20 
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un  autre  nombre  qui  soit  formé  de  A  par  la  multiplication,  comme  x 
est  formé  de  l'unité  par  l'addition.  Pour  bien  comprendre  la  définition 
précédente,  il  faut  distinguer  trois  cas,  suivant  que  x  est  entier,  frac- 
tionnaire ou  irrationnel. 

Lorsque  x  désigne  un  nombre  entier,  ce  nombre  est  la  somme  de 
plusieurs  unités.  La  puissance  de  A  du  degré  x  doit  donc  alors  être  le 
produit  d'autant  de  facteurs  égaux  à  A  qu'il  y  a  d'unités  dans  x.  Ainsi, 
par  exemple,  si  l'on  prend 

a?  =  3  =  IH-  I  -t-  I , 

on  aura 

A^=rAAA. 

Lorsque  x  représente  une  fraction  -  (m  et  n  étant  deux  nombres 
entiers),  il  faut,  pour  obtenir  cette  fraction  :  i"  chercher  un  nombre 
qui  répété  n  fois  reproduise  l'unité  ;  2°  répéter  m  fois  le  nombre  dont 
il  s'agit.  Il  faudra  donc  alors,  pour  obtenir  la  puissance  de  A  du 
degré  —  :  i°  chercher  un  nombre  B  tel  que  la  multiplication  de  /i  fac- 
teurs égaux  à  ce  nombre  reproduise  A;  2°  former  un  produit  de  m  fac- 
teurs égaux  au  nombre  B.  Quand  on  suppose  en  particulier  m  =  i,  la 
puissance  de  A  que  l'on  considère  se  réduit  à  celle  dont  le  degré 
est  -,  et  se  trouve  déterminée  par  la  seule  condition  que  le  nombre  A 
soit  équivalent  au  produit  de  n  facteurs  égaux  à  cette  même  puis- 
sance. Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  a;  =  f,  alors  aux  équa- 
tions 

^        i_        r 2  II 

3"^3"^3~''  3-3^^3 

correspondront  les  deux  suivantes  : 

i  i  1  1       ±   i 

A3A=*A»  =  A,        A^^A-'A^ 

Lorsque  x  est  un  nombre  irrationnel,  on  peut  en  obtenir  en  nom- 
bres rationnels  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées.  On  prouve 
facilement  que,  dans  la  même  hypothèse,  les  puissances  de  A  mar- 
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quécs  par  les  nombres  rationnels  dont  11  s'agit  s'approchent  de  plus 
en  plus  d'une  certaine  limite.  Cette  limite  est  la  puissance  de  A  du 

degré  x. 

D'après  les  définitions  qui  précèdent,  la  première  puissance  d'un 
nombre  n'est  autre  chose  que  ce  nombre  lui-même.  Sa  seconde  puis- 
sance, ou  son  carré,  et  sa  troisième  puissance,  ou  son  cube,  sont  les 
produits  de  deux  ou  trois  facteurs  égaux  à  ce  même  nombre.  Quant  à 
la  puissance  du  degré  zéro,  elle  sera  la  limite  vers  laquelle  converge 
la  puissance  du  degré  x,  tandis  que  le  nombre  x  décroît  indéfiniment. 
Il  est  aisé  de  faire  voir  que  cette  limite  se  réduit  à  l'unité,  d'où  il 
résulte  qu'on  a,  en  général, 

(,)  A»  =  i. 

Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  x,  y,  z-  des  nombres  quelconques, 
on  établira  facilement  les  formules 

(2)  A*AJ^  =  A^+y, 

(3)  A*A3^A-...  =  A^+J^+=+-, 

(4)  (A-^)J^=A^>'— (A>-)^ 

et  que,  si  dans  l'équation  (2)  on  pose  x^y  =  s,  on  en  tirera,  pour 
des  valeurs  de  x  inférieures  à  s, 

(5)  ^^'"==  xi- 
La  formule  (5),  étendue  au  cas  où  x  devient  supérieur  à  s,  par 

exemple  au  cas  où  s  s'évanouit,  sert  alors  à  définir  les  puissances  né- 
gatives de  A.  C'est  donc  uniquement  comme  définition  d'une  puis- 
sance négative  du  degré  —x  que  l'on  pose  l'équation 

(6)  !^''=~ 

En  partant  de  cette  dernière  formule,  on  prouvera  sans  peine  que  les 
équations  (2),  (3),  (4),  (5)  Subsistent  lors  même  que  les  nombres  a?, 
y,  z,  ...,  s,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  se  changent  en  des  quantités 
négatives. 
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Dans  l'élévation  du  nombre  A  à  la  puissance  dont  le  degré  est  x,  le 
nombre  A  s'appelle  racine,  et  la  quantité  x,  qui  marque  le  degré  de  la 
puissance,  se  nomme  exposant.  Extraire  du  nombre  A  la  racine  du 
degré  x,  c'est  chercher  un  nouveau  nombre  B  qui,  élevé  à  la  puis- 
sance du  degré  x,  reproduise  A;  ce  nouveau  nombre  sera  évidemment 
la  puissance  de  A  du  degré  ->  puisque,  en  vertu  de  la  formule  (4)»  on 
aura 


(a^)^ 


A. 


Soit  maintenant  a-\-b  y/—  i  une  expression  imaginaire  quelconque, 
a,  b  désignant  deux  quantités  réelles.  En  généralisant  les  notions  que 
nous  venons  de  rappeler,  on  obtiendra  les  définitions  suivantes  rela- 
tives aux  puissances  fractionnaires  ou  négatives  de  a  H-  è  v^—  i . 


Extraire  la  racine  /x'^™"  de  l'expression  imaginaire  a  +  b  s/—  i ,  ou, 
en  d'autres  termes,  élever  cette  expression  à  la  puissance  du  degré  - 
(n  désignant  un  nombre  entier  quelconque),  c'est  former  une  nouvelle 
expression  imaginaire  dont  la  puissance  /z'^™^  reproduise  a-hb  yj—  i . 
Ce  problème  admettant  plusieurs  solutions,  comme  on  le  verra  tout  à 
l'heure,  il  en  résulte  que  l'expression  imaginaire  a-\-b\J—i  a  plu- 
sieurs racines  du  degré  n. 


Pour  élever  l'expression  imaginaire  a-h  b  \/~  i  à  la  puissance  frac- 
tionnaire du  degré  —,  il  faut,  en  supposant  la  fraction  —  réduite  à  sa 
plus  simple  expression  :  i"  extraire  la  racine  /î'^"^  de  l'expression 
donnée  ;  2**  élever  cette  racine  à  la  puissance  entière  du  degré  m. 

Enfin  élever  l'expression  imaginaire  a  +  b  sj—  i  à  la  puissance  né- 
gative du  degré  —mou  —  ~  ou  ——>  c'est  diviser  l'unité  par  la  puis- 
sance du  dearré  m,  ou  ->  ou  — 

°  n  n 

En  vertu  des  définitions  précédentes,  extraire  la  racine  /i^^™^  de  l'ex- 
pression imaginaire  a-h  b\J—  i ,  c'est  déterminer  les  valeurs  imagi- 
naires de  X  qui  vérifient  l'équation  binôme 

(7)  a;"'  —  a-i-b<^—i. 
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que  l'on  peut  aussi  présenter  sous  la  forme 

(8)  ^-''zrzpe^^, 

pourvu  que,  les  valeurs  de  p  et  (^  étant 

(9)  p  =  y'a2+6%        Ç  =  arctang- 

a 

et  k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  l'on  prenne 

(10)  e=:i:±2kT: 

si  la  quantité  a  est  positive,  et 

si  la  quantité  a  est  négative.  Or  il  est  clair  qu'on  vérifiera  l'équation 


(12) 

en  prenant 

(i3) 

et  l'équation 

(i4) 

en  prenant 

(i5) 


a;«=  peW-i  e±2/.-7rvPî 


^  =  0"  e 


1   -^/ri   ±^^ 


a;«=:  pe^v'-l  e±(2A;+l)lTV^ 


x-=.  ^^  e 


"    -"  '  _  •■  V        • 


Il  y  a  plus  :  on  peut  aisément  s'assurer  que  toutes  les  racines  de 
l'équation  (8)  sont  comprises  dans  la  formule  (i3)  lorsque  a  est 
positif,  et  dans  la  formule  (i5)  lorsque  a  est  négatif.  Effectivement 
représentons  par 

une  quelconque  des  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation  (8), 
r  étant  un  module  positif  et  t  un  arc  réel.  En  vertu  du  théorème  ÏII  du 
§  XIII,  on  aura 


f.n—. 


:p«; 
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et,  comme  l'équation  (8)  donnera 

on  en  conclura  :  i°  si  «  est  positif, 

puis,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  l'exponentielle  e~^'^~*  ^ 

par  conséquent  [voir  les  formules  (45),  (4?)»  (4^)  et  (5o)  du  §  XV] 

n  n 

2°  si  a  est  négatif, 

par  conséquent 

un 

Si  l'on  suppose  en  particulier 

a  ^^ï,         b  --=  o, 

on  trouvera 

P  — I,         Ç  =  o, 

et  l'équation  (7)  OU  (8),  réduite  à 

(16)  a:"=i, 

aura  pour  racines  les  diverses  valeurs  de  x  que  l'on  peut  déduire  de 
la  formule 


(17) 


±li^v^ 


en  prenant  pour  k  des  nombres  entiers.  J'ajoute  que,  pour  obtenir 
toutes  les  racines  de  l'équation  (16),  il  suffira  d'employer  les  valeurs 
entières  de  k  comprises  entre  les  limites  o,  -  •  En  effet,  considérons 
une  valeur  de  k  située  hors  de  ces  mêmes  limites,  et  soit  alors  h  le 
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nombre  entier  le  plus  voisin  du  rapport  -•  La  différence  entre  les 
deux  nombres  hy  -  sera  tout  au  plus  =  -,  de  sorte  qu'on  aura 

(i8)  -—h±i-. 


étant  une  fraction  égale  ou  inférieure  à  ->  et  par  suite  k'  un  nombre 
entier  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  -•  Or,  comme  on  tirera  succes- 


n  o  2 

n 
1 

sivement  de  la  formule  (i8) 


•xk-K  ,        ,     ik'TZ 

=^  2/nt±  ) 

n  n 

e     »  =6      "         , 

il  en  résulte  que,  sans  altérer  les  valeurs  de  x  fournies  par  la  for- 
mule (17),  on  peut  y  remplacer  le  nombre  entier  k,  lorsqu'il  est  situé 
hors  des  limites  o,  ->  par  un  autre  nombre  entier  compris  entre  les 
mêmes  limites. 

Si  l'on  réduit  le  nombre  k  :  i**  à  sa  limite  inférieure,  c'est-à-dire  à 

zéro;  1°  en  supposant  que  n  soit  pair,  à  la  limite  supérieure  ->  on 

obtiendra  les  seules  racines  réelles  que  puisse  admettre  l'équation  (16), 
savoir 

(19)  ^  =  1         et        ^  =  — I, 

la  seconde  disparaissant  toujours  lorsque  n  est  impair;  les  autres 
racines,  correspondantes  aux  valeurs 

o  ^  —  t 

I,      2,      o,       •  •  . , 


du  nombre  k,  si  n  est  impair,  et  aux  valeurs 

I,    9.,    3,     ...,    


du  même  nombre  k,  si  n  est  pair,  seront  imaginaires  et  conjuguées 
deux  à  deux.  Donc  l'équation  (16)  offrira,  si  n  est  impair,  une  racine 
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réelle  cin  —  i  racines  imaginaires;  si  n  est  pair,  deux  racines  réelles 
et  /2  —  2  racines  imaginaires.  Le  nombre  total  des  racines  distinctes 
sera  dans  tous  les  cas  égal  au  degré  n  de  l'équation  (i6). 
En  combinant  la  formule 

xzzie     "■         =:  cos ±v  — isin 

/i  n 

avec  les  formules  (67),  (71)  du  §  XII  et  posant  successivement 
on  trouvera,  pour  les  racines  imaginaires  de  l'équation  x^  =  i, 

x  =  e    ^         = ±—  \J-~  I  ; 

2         2  ^ 

pour  les  racines  imaginaires  de  l'équation  œ^  =  i, 

as  -=16     ^  rrriir  V —  I, 


Si  l'on  suppose  dans  l'équation  (7) 

«  =  —  1,         b  z=  o, 

on  trouvera  encore 

et  l'équation  (7)  ou  (8),  réduite  à 

(20)  ir''  =  —  I, 

aura  pour  racines  les  diverses  valeurs  de  x  que  l'on  peut  déduire  de 
la  formule 

(21)  a;  =  e        "  , 

en  prenant  pour  k  des  nombres  entiers.  De  plus,  comme  la  différence 

entre  le  rapport 

2  A'  -h  1 
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et  le  nombre  entier  A  le  plus  voisin  de  ce  rapport  sera  évidemment  un»' 
fraction  de  numérateur  impair,  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  *, 
par  conséquent  une  fraction  de  la  forme 

2  k'  +  I 
i 

2/t 

■ik'  -^  I  étant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur  à  n\  comme  d'ailleurs 

la  formule 

2  A:  + 1       ,    ,    2  /i  '  -H  I 

=z  n  ± 

2n  in 

entraînera  les  suivantes 

2  A-  +  I  ,        ^   2  /-'  +  I 

• T.  --:^lhT.± T., 

Il  II 

Ik^r-X         : 2Â'+1  , ■ 

Tti— 1  ± 71  V'—' 

e    "  =6       "  , 

il  est  clair  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  distinctes  de  l'équa- 
tion (20),  en  attribuant  successivement  au  nombre  k  toutes  les  valeurs 
entières  comprises  entre  les  limites  o,  •  Au  reste,   k  ne  peut 

atteindre  la  seconde  de  ces  limites  et  devenir  égal  à     ~     qu'autant 

que  n  est  impair,  et  c'est  alors  seulement  que  l'équation  (20)  admel 
une  racine  réelle,  savoir 

(22)  J7=—  I. 

Les  autres  racines  correspondantes  aux  valeurs 

«-3 

o,        F,       2,         ...,        ^ 


(lu  nombre  k,  si  n  est  impair,  et  aux  valeurs 


o,     I,     2,      ..., 

2 

du  même  nombre  k,  si  n  est  pair,  seront  évidemment  toutes  imagi- 
naires et  conjuguées  deux  à  deux.  Donc  l'équation  {-20)  ollVira,  si  // 
est  impair,  une  racine  réelle  et  /i  —  i  racines  imaginaires,  si  n  est 

OF.uvres  de  C—  ^.\\,\..\.  21 
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pair,  Il  racines  imaginaires.  Le  nombre  des  racines  distinctes  sera 
donc  toujours  égal  au  degré  n  de  cette  même  équation. 
En  combinant  la  formule 

^._2^^^_  (2^._^j)^  _      (2^+1)71 

x-=ze        "  =1  cos  ^ ^—  ±v/ — I  sin 

n  n 

avec  les  formules  (67),  (71)  du  §  XII,  et  posant  successivement 

«=2,  «  r=:  3,  /l  =:  4,  ..., 

on  trouvera,  pour  les  racines  imaginaires  de  l'équation  x"^  =  —  \, 

j7  m  e    ■^        =±  V  —  i; 
pour  les  racines  imaginaires  de  l'équation  x^  =^  —  i, 

2  2*^ 

pour  les  racines  imaginaires  de  l'équation  x''  =  —  i, 


y/a  y/ 2 

ou  plus  simplement 

±  I  ±  sj'^ 


X  =: 


^2 

etc. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les  racines  /i'^™^'*  réelles  ou  imagi- 
naires de  chacune  des  quantités  —1,4-1  sont  en  nombre  égal  'ati. 
D'ailleurs,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x  que  donne  la  for- 
mule (i3)  ou  (i5),  il  suffit  de  multiplier  successivement  l'une  de  ces 
valeurs,  par  exemple 

p"e"*  ou      p''ef^±'^'v'-», 

par  les  diverses  racines  de  l'unité  du  degré  n,  ou  bien  encore  de  mul- 
tiplier la  seule  expression 


(23)  p"e 
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par  les  racines  /^''^™^'  de  l'unité,  si  a  est  positif,  et  par  les  racines  n''^'"^'* 
de  —  I,  si  «  est  négatif.  Ajoutons  que,  dans  le  premier  cas,  l'expres- 
sion (23)  sera  précisément  une  des  racines  w*^""^*  de  a  +  bsf^^i,  c'est- 
à-dire  une  valeur  particulière  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (7). 
Cette  valeur  particulière  est  celle  que  nous  désignerons  par  la  no- 
tation 

dont  nous  ne  ferons  usage  qu'autant  que  la  partie  réelle  de  l'expres- 
sion imaginaire  renfermée  entre  les  parenthèses  sera  positive.  Cela 
posé,  en  admettant  que  p  et  '(  soient  déterminés  par  les  formules  (9), 
on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

1  ^  —  - 

(2,5)  p"e"      '  =  (a+  ^v^^^)", 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

(26)  p''e'^  ~^  =  {— a— bs/^^i)" . 


Par  suite,  on  tirera  des  formules  (i3),  (i5)  :  1°  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  a. 


'  ^UiJlj-: 


(27)  X  z^\a-^  bsj— ly  e 
2"  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

(28)  jc  —  {—a—b\f^^iye~      "      ''     , 

et  l'on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  \.  —  Le  nombre  des  racines  distinctes  de  l'équation  binôme 

x'^^=.  a  -{-  b  \/ —  I 

est  égal  au  degré  a  de  cette  équation.  Ces  racines  ont  un  module  commun 
équivalent  à  la  puissance  -  du  module  de  a  -\-  b  \l —  i  .  Elles  sont  repré- 
sentées, pour  des  valeurs  positives  de  a,  par  les  seconds  membres  des  for- 
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mules  (i3)  ou  (27);  pour  des  valeurs  négatives  de  a,  par  les  seconds 
membres  des  formules  (ij)  ow  (28);  e/,  pour  les  obtenir  toutes,  il  suffit 
de  multiplier  successivement  l'une  d'entre  elles  par  les  diverses  racines  n''"""' 
de  r unité,  c  est-à-dire  par  les  diverses  valeurs  de  l'expression 

(29)  e      "  '     . 

Les  racines  /«''''"«"*  de  «  +  Z»  y  —  i  étant  représentées  par  les  seconds 
membres  des  équations  (i3)  ou  (i5),  les  puissances  m'*""  de  ces  ra- 
cines (m  étant  un  nombre  entier  premier  à  n),  ou,  en  d'autres  termes, 

les  diverses  valeurs  de  la  puissance  de  a-hbJ^^i  du  de^ré  —  >  seront 
évidemment  comprises,  si  a  est  positif,  dans  la  formule 

/Il      «;  ^    . .  2  /•i/i  Tl    I 

(30)  o~-e^^^''~'  e~~^''\ 
et,  si  a  est  négatif,  dans  la  formule 

(3i)  p"  e''''*~'c"        "     '*"'. 

Dans  le  premier  cas  seulement,  l'une  de  ces  valeurs  sera  de  la  forme 

tn      w  „    ; 

p"  e"         . 

Cette  valeur,  qu'on  obtiendra  en  posant  dans  la  formule  (  '^o  )  X-  =  o, 
est  celle  que  nous  désignerons  par  la  notation 

m. 

(32)  {^a  +  b^/^iy, 

de  sorte  que,  en  supposant  les  quantités  p,  'C  déterminées  par  les  équa- 
tions (9),  on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

m     m  y  I —  ^ 

(33)  p"e"^^"'==(«H-^v^=7)'', 
et,  pour  des  valeurs  négatives  de  «, 

m     ni  y    , ^ 

(34)  p"e"^^"'==(-«-/.v/=r7)". 
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Par  suite,  les  diverses  valeurs  de   la   puissance  de  a  +  h\—\    du 
degré  —  peuvent  se  déduire,  pour  des  valeurs  positives  de  a,  de  la 


m 
n 
formule 

(35)  {a^b\f^^\)"  e'^^''', 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a,  de  la  formule 


(36)  {~a  —  b\f^^i) 


±- 
e 


11  est  bon  d'observer  que  chacun  des  facteurs 

(37)  ^       "         , 


(38)  e 

compris  dans  les  formules  (3o)  et  (3i),  ou  (3.5)  et  (3G),  se  réduit  à 
l'une  des  racines  a^'*^"^^^  de  la  quantité  +i  ou  —  i.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  s'assurer  qu'on  obtiendra  successivement  toutes  les  racines, 
en  attribuant  successivement  au  nombre  k,  dans  la  formule  (3-),  les 

valeurs  entières  comprises  entre  les  limites  o,  -■,  et,  dans  la  for- 
mule (38),  les  valeurs  entières  comprises  entre  les  limites  o,  , 

pourvu  que,  suivant  l'hypothèse  admise,  le  nombre  m  soit  premier 
à  n. 

Observons  encore  que,  en  vertu  des  formules  (25)  et  (32),  on  aura 
généralement,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 


(39) 


{a+bs/-^y^[{a+bsr',r\ 


Si  l'on  divise  l'unité  par  la  puissance  de  a-\-b\j—\  du  degré  — 
c'est-à-dire  par  le  produit  (3o)  ou  (3i),  on  obtiendra  la  puissance  di 

a-hbs/—  i  du  degré Les  diverses  valeurs  de  cette  puissanct 

seront  comprises,  si  a  est  positif,  dans  la  formule 

m  m  y   I 2  A-  m  11    , — 

(4o)  '  p    "  e    «  e        "  , 


166  RÉSUMÉS  ANALYTIQUES. 

pt,  si  a  est  négatif,  dans  la  formule 

m  m    1—     _(2A-+U»n7t    / — - 

Dans  le  premier  cas  seulement,  l'une  de  ces  valeurs  sera  de  la  forme 


m  tn  , 


{\9.)  p    "e 

Cette  valeur,  qu'on  obtiendra  en  posant  dans  la  formule  (4^)  k  =  o, 
est  celle  que  nous  désignerons  par  la  notation 

m 

(43)  («+6v/^^)~", 

de  sorte  que,  en  sup'posant  les  quantités  p  et  C  déterminées  par  les 
équations  (9),  on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 


m  m , 


(44)  P    "e    «'^   '={a^b^-i)     \ 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a. 


(45)  f-ne"'''"^'={-a-b^-x)     ". 


En  général,  m  et  n  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  les  deux 
notations 

m  m 

(46)  (a +6^/^)",         (a-hbs/^^i)    " 

seront,  comme  la  notation 

i 

(a  +  bs/^.y, 

uniquement  employées  dans  le  cas  où  l'expression  imaginaire  ren- 
fermée entre  les  parenthèses  offrira  une  partie  réelle  positive,  à  moins 

aue  la  fraction  —  ne  se  réduise  à  un  nombre  entier. 
1  n 

Si  la  fraction  —   se  réduit  à  un  nombre  entier  m,  alors  les  nota- 
n 

tions  (4G)  pourront  être  employées,  quel  que  soit  le  signe  de  la  quan- 
tité a,  et  de  la  formule 

(47)  .  a-hb^^^i—pe^>^' 
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(m  déduira  immédiatement  les  deux  suivantes  : 


(48)       {a  +  bsj—i)"'=ç>"'e"'^\/-'y         {a  +  bsf^i)   '"  —  p-'"  e^'"^^-' . 

Si,  au  contraire,  —  ne  se  réduit  pas  à  un  nombre  entier,  alors,  en  po- 
sant, pour  abréger, 


m 

Il  ' 


on  tirera  des  formules  (33)  et  (44)»  niais  seulement  pour  des  valeurs 
positives  de  a, 

(49)  (a  + /V^T)'^:=p!^e!^^\/^, 

L'équation  (49)  subsistant  pour  toutes  les  valeurs  entières  ou  frac- 
tionnaires de  la  quantité  positive  ou  négative  désignée  par  a,  l'ana- 
logie nous  porte  à  l'étendre  au  cas  même  où  la  quantité  [i.  devient 
irrationnelle.  C'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  En  conséquence,  si 
[JL  est  irrationnel,  la  notation 

sera  employée  pour  désigner  le  produit 

c'est-à-dire  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expression 


(a-i-  b\f^\)    "  =p  t" 


m       .    ;// 


Çy/^ 


tandis  que  l'on  fait  converger  la  quantité  positive  ou  négative  ±  — 
vers  une  limite  égale  à  \k. 

La  résolution  de  l'équation  (7)  entraine  celle  d'une  équation  tri- 
nôme de  la  forme 

En  effet,  cette  dernière,  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 
(50 


'ï-"- 
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P 


pourra  être  remplacée,  si  ^^ q  est  positif,  par  le  système  des  deux 

équations  binômes  comprises  dans  la  formule 


•'■"=-f=^(t-'' 


et,  si  7 q  est  négatif,  par  le  système  des  deux  équations  binômes 

4 

comprises  dans  la  formule 


(53) 


-n  —  ' 


n-^]  v/-. 


si  n  se  réduit  ii  l'unité,  l'équation  (5o)  sera  réduite  à  l'équation  du 


second  degré 


(54) 


œ--\-  px  -\-  q-=zo 


et  admettra  deux  racines  réelles  inégales  et  comprises  dans  la  for- 
mule 


(55) 

si  l'on  a 
(56) 


—  f-(f-V 


V>.; 


deux  racines  imaginaires  inégjiles  comprises  dans  la  formule 


(57) 

si  l'on  a 
(58) 


.v^-t±(q-El)  V/-',- 


P" 

y  <'7; 


enfin  deux  racines  réelles  égales  et  déterminées  par  la  formule 

(59) 


X  —  —  —  j 
2 


SI  I  on  a 

(60) 
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j=g. 
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En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons,  relativement  aux  racines 
^ièraes  jç  l'unité  représentées  par  les  diverses  valeurs  de  l'expres- 
sion (29),  une  observation  qui  n'est  pas  sans  importance. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


(61) 


et  si  l'on  nomme  /,  /'  deux  quantités  entières  positives  ou  négatives, 
mais  tellement  choisies  que  /'—  /  ne  soit  pas  divisible  par  n,  les  ex- 
pressions 


(62) 


V  —  e  " 


seront  deux  racines  n}*'""'^  de  l'unité  distinctes  l'une  de  l'autre,  puisque 
la  différence 


2/'U    , — -  2/7t    , 


hi—Dt.  I — 


1  —  e 


') 


ne  peut  s'évanouir  qu'autant  que 


n 


est  un  nombre  entier.  Donc  les  expressions  (62)  seront  deux  racines 
^iémes  jg  l'unité  distinctes  l'une  de  l'autre,  si  la  différence  /'-  /est  in- 
férieure à  n,  d'oii  il  résulte  que,  pour  obtenir  toutes  les  racines  de 
l'unité  du  degré  n,  il  suffit  de  prendre  n  termes  consécutifs  de  la  pro- 
gression géométrique 

(6^)  •••,    ^-s    ^-%    X-',    I,    \\    \\    \\    ..., 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  par  exemple  les  termes 


QEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  X. 


33 
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§  XX.  —  Logarithmes  des  expressions  imaginaires  et  logarithmes 
imaginaires  des  quantités  réelles. 

Soit 

a-^  b  v/—  I 

une  expression  imaginaire  quelconque,  a,  b  désignant  deux  quantités 
réelles.  Ce  qu'on  appelle  le  logarithme  de  «  +  è  \J  —  i  dans  le  système 
dont  la  base  est  A,  c'est  une  seconde  expression  imaginaire  ol-\-^\J  —  i, 
dans  laquelle  les  quantités  a,  (3  sont  tellement  choisies  que  l'on  ait 

(0  A°'+?v/^  =  «  +  è  V'^ 

et,  par  conséquent,  eu  égard  à  la  Formule  (5)  du  §  XV, 

(2)  ^(a+Pv'-O'A  — a  +  z^v/^- 
Ainsi,  en  particulier,  un  logarithme  népérien  de  a-hbsj—i  sera 

une  expression  imaginaire  a  +  (^s/—  i  tellement  choisie  que  l'on  ait 

(3)  e«^-Pv'^  — a  +  6v/^^. 
D'ailleurs,  si  l'on  fait 

(4)  p  =  \/a--h  b^,        C  =  arctang-, 

et  si  l'orï  désigne  par  k  un  nombre  entier  quelconque,  on  trouvera, 
pour  des  valeurs  positives  de  a, 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a^ 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'on  vérifiera  la  formule  (3),  si  a  est  positif,  en 
prenant 

(7)  aH-|3v/=^  =  lp  +  (C±2A-7r)v/=^, 
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et,  si  a  devient  négatif,  en  prenant 

(8)  a  +  |3v/^  =  lp-t-[C±(2A-  +  i)7r]v/^^. 

Il  y  a  plus  :  on  peut  aisément  s'assurer  que  la  formule  (7)  ou  (8) 
fournira  tous  les  logarithmes  népériens  de  l'expression  imaginaire 
■  a^  hyj^^i.  Car,  en  vertu  du  théorème  II  du  §  XIII,  le  module  e*  du 
premier  membre  de  l'équation  (3)  devra  se  confondre  avec  le  module 
p  de  l'expression  a  +  b\]~  i.  On  aura  donc 

D'autre  part,  si,  en  adoptant  la  valeur  précédente  de  a,  on  réduit  k  à 
zéro  dans  la  formule  (5)  ou  (6),  on  tirera  de  cette  formule,  jointe  il 
l'équation  (3)  :  1°  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

par  conséquent 

e(P-0\/=T=:i,         ^-^  =  ±.'2kTi,         (3  =  Ç±2A-7r; 

2°  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

par  conséquent 

^[Ei-(?±7:)]v/=î_,^         P-(Ç±:7r)=:d=2X:7r,         [3  =  Ç  ±  (2Â:  +  i);:. 


On  prouvera  de  môme  que  les  valeurs  de  a  -f-  ^  sj^—i  propres  k  véri- 
fier la  formule  (2),  ou  les  logarithmes  de  «  +  b>J—  i  relatifs  au  sys- 
tème dont  la  base  est  A,  sont  tous  compris,  pour  des  valeurs  positives 
de  a,  dans  la  formule 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a,  dans  la  formule 

(,o)     a  +  Pv/rr,  =  'M-Jl±li^+OWE:  =  Lp  +  (Ç  ±^k^)Le,l-u 
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Si  l'on  suppose,  en  particulier,  «  4- Z>v/-^  =  ±  f  »  par  conséquent 
p  =  o,  (;  =  o,  les  formules  (7),  (8),  ou  (9),  (10)  donneront  pour  les 
logarithmes  népériens  de  +  i,  non  seulement  zéro,  mais  encore  toutes 
les  expressions  imaginaires  de  la  forme 

(lï)  ±i2kn\J—i     ou     ^iknLesJ^^i, 

et,  pour  les  logarithmes  népériens  de  —  i,  toutes  les  expressions  ima- 
ginaires de  la  forme 

(12)  ±{ik  +  \)T.\/—i     ou     it:  (2X:-M)7:Lev/— ~i- 

Généralement,  si  a-hb\J~i  se  réduit  à  une  quantité  réelle  a,  on 
pourra,  en  vertu  des  formules  (7),  (8),  ou  (9),  (10),  considérer 
comme  logarithmes  de  a  :  1°  si  û!  est  positif,  toutes  les  expressions 
comprises  dans  la  formule 

(ï3)  1ct±:  aA-TTy/— I     ou    Lazt^kTiLe^f^; 

2""  si  a  est  négatif,  toutes  les  expressions  comprises  dans  la  formule 

(i4)         \i—a)±(2k-hi)n\/'-^i     ou     L(— «)  ih  (2^-7: -+- i)Lev/— i- 

Observons  d'ailleurs  qu'on  peut  obtenir  toutes  ces  expressions  en  ajou- 
tant à  l'une  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple,  lorsque  a  est 
positif,  au  logarithme  réel  la  ou  La,  les  divers  logarithmes  imagi- 
naires de  l'unité. 

Lorsque,  h  n'étant  pas  nul,  a  est  positif,  l'un  des  logarithmes  de 
a  -h  b\/—  I,  savoir  celui  qui  correspond  à  une  valeur  nulle  de  A,  est 
précisément 

(i5)  ]p^Z\/'^i     ou    Lp  +  ÇLe\/^, 

suivant  que  l'on  prend  pour  base  le  nombre  e  ou  le  nombre  A.  C'est  ce 
logarithme  que  nous  désignerons  par  la  notation 

(16)  l(a^_^y/Zr,)     ou     L(a-ir  b\/~i), 

dont  nous  ne  ferons  usage  qu'autant  que  la  portion  réelle  de  l'exprès- 
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sion  imaginaire  renfermée  entre  les  parenthèses  sera  positive.  Cela 
posé,  en  admettant  que  p  et  C  soient  déterminés  par  les  formules  (4), 
on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

Ip  +  Çv/— 1=  \{a-\-b\J--\)^ 


(17)  ,  

Lp  +  ÇLey/—  I  =  L(a  +  b\j  —  1), 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

(         \a^'C,\J—\—\{~a  —  hsJ—\), 

(18)  _ 

(  Lp  4- ÇLev^— I  =  L(— a— 6\/— i). 

Par  suite,  les  divers  logarithmes  de  l'expression  a  4-  b'^  —  \  se  dédui- 
ront, pour  des  valeurs  positives  de  a,  de  la  formule 

(19)  \{n  -\-  bsj  —\)-±iikT.\]  —\     ou     L (a  +  h \J  —  i  ) d=  2 A-tt L e y/—  i , 
et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a,  de  la  formule 

(20)  \{^—a—b\]—\)±:{'ik  +  \)'!z\]—\     ou     L(— a— ^\/— i)  ±(2  A+ i)7:v/— i. 

L'inspection  de  ces  diverses  formules  conduit  immédiatement  à  la  pro- 
position suivante  : 

Théorème  I.  —  Une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire  quel- 
conque a  toujours  une  infinité  de  logarithmes  imaginaires ,  dont  l'un 
devient  réel  lorsque  l'expression  donnée  se  réduit  à  une  quantité  positive. 
De  plus ,  pour  obtenir  tous  ces  logarithmes,  il  suffît  d'ajouter  à  l'un  d'entre 
eux  les  divers  logarithmes  de  l'unité  compris  dans  la  formule 

±ikv:\j — I     ou     ±ik-Khe^  —i. 

Ajoutons  que,  en  vertu  des  formules  (17)  et  de  la  formule  (49)  du 
§  XIX,  on  aura  toujours,  en  désignant  par o^  une  expression  imaginaire 
dont  la  partie  réelle  soit  positive, 

(21)  Lx-=L  -—  z=\xLe 

lA 

et 

(22)  xV-=e^^'^=^Ay-^^. 
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Soient  maintenant 

(23)     x  =  a  +  bsj^^ï,        y  —  a' -h  b' \/'^ ,         z  =  a"  +  b" sj"^ , 

plusieurs  expressions  imaginaires  dont  les  parties  réelles 


soient  positives.  Si,  en  désignant  par 


?,    ?\    p\     ... 
leurs  modules,  on  pose 

Ç~arctang-,         r=aictang-,         r=arctang^', 
on  trouvera 

(24)  .r  =  pe^\/~\  y  — p'e^'\/=T,         ^^^„^r»^—y^ 

et,  par  suite, 

(25)  xyz.  .  .  —pp'p". .  .  e(ÏH-Ç'+Ç"+...)v/^. 

Si  d'ailleurs  l'arc 

est  compris  entre  les  limites  _  ^,  +  ^,  la  partie  réelle  du  produit  ar^r. 
sera  positive,  et  l'équation  (25)  entraînera  les  suivantes 

\{œyz...)^    l(pp'p"...)  +  (C  +  C'+r  +  ...)v/^, 
L(^7.^...)  =  L(pp'p"...)  +  (Ç  +  C'4-C"+  ...)Lev'=^, 

qu'on  pourra  encore  écrire  comme  il  suit  : 


:26) 


i     \{xyz...)—   1^+    Iy+    \z+. 


Pareillement,  si,  «  étant  positif  et  [jl  désignant  une  quantité  réelle  quel- 
conque, le  produit  aC  reste  compris  entre  les  limites  -  -,  +  - ,  la  prc- 
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mière  des  équations  (28)  donnera,  non  seulement 

(27)  jcV'=.{a  +  b\/~^y—r^V-eV-^^'^\ 

mais  encore 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(28) 

Ainsi  les  formules  (26),  (28),  qui  sont  généralement  vraies  lorsque 
X,  y,  z  désignent  des  quantités  réelles  positives,  en  vertu  des  pro- 
priétés fondamentales  des  logarithmes  réels,  ne  peuvent  pas  être  éten- 
dues, sans  de  notables  restrictions,  au  cas  où  a;,  j,  z,  ...  deviennent 
imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  les  formules  (26)  subsisteront  si, 
les  valeurs  de  x,  y,  s,  . . .  étant  déterminées  par  les  formules  (23),  et 
leurs  parties  réelles  «,  a',  a!' ,  . . .  étant  positives,  la  somme 

b  b'  b" 

(20)  arc  lang — 1-  arclang— ^  +  arclang— n  4- .  .  . 

reste  comprise  entre  les  limites 5  h-->  et  les  formules  (28)  si,  la 

quantité  a  étant  positive,  le  produit 

(3o)  juarctang- 


reste  compris  entre  les  mêmes  limites. 


§  XXI.    —   Des  séries  imaginaires  doubles  ou  multiples. 

Si  l'on  suppose  que  les  quantités  comprises  dans  le  tableau  (1)  du 
§  VIll  se  changent  en  autant  d'expressions  imaginaires,  la  série 
double,  dont  ces  quantités  étaient  les  différents  termes»  deviendra 
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une  série  double  imaginaire,  dont  le  terme  général  sera  représenté 
par 

m,  m'  étant  deux  nombres  entiers  quelconques.  Pareillement  on  peut 
imaginer  une  série  imaginaire  triple  dont  le  terme  général 

''/«,  m',  m" 

serait  une  fonction  imaginaire  des  trois  indices  entiers  m,  m',  m",  et 
Hnalement  une  série  imaginaire  multiple  dont  le  terme  général  serait 
une  fonction  imaginaire  de  m  indices 

m,     m',     m",     m'",      . .  . , 

chacun  de  ces  indices  pouvant  recevoir  successivement  les  valeurs 

entières 

O,      I,     2,     3,     4,      — 

Cela  posé,  nommons  s^  la  somme  formée  par  l'addition  d'un  nombre 
fini  ou  même  infini  de  termes  de  la  série  multiple,  cette  somme  étant 
composée  de  manière  qu'elle  renferme  au  moins  tous  les  termes  dans 
lesquels  la  somme  des  indices  est  inférieure  à /z,  et  que  jamais  elle 
ne  comprenne  un  terme  correspondant  à  des  indices  donnés  sans  ren- 
fermer en  même  temps  tous  les  termes  qu'on  en  déduit  en  remplaçant 
ces  mêmes  indices  ou  quelques-uns  d'entre  eux  par  des  indices 
moindres.  Si,  toutes  les  fois  que  les  deux  conditions  précédentes  sont 
remplies,  la  somme  s„  converge  pour  des  valeurs  croissantes  de  n  vers 
une  limite  fixe  s,  la  série  multiple  sera  dite  convergente,  et  la  limite 
en  question  s'appellera  la  somme  de  la  série. 

Dans  le  cas  contraire,  la  série  imaginaire  multiple  sera  divergente  et 
n'aura  plus  de  somme.  Si,  dans  le  premier  cas,  on  pose 

5  3=  5,j  4-  /■„ , 

r^  sera 4e  reste  de  la  série  imaginaire  multiple,  et  ce  reste,  qui  repré- 
sentera ce  qu'on  peut  nommer  la  somme  de  tous  les  termes  non  com- 
pris dans  Sn,  deviendra  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment 
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grandes  de  n.  En  partant  de  ces  définitions,  on  prouvera  sans  peine 
que,  pour  rendre  les  théorèmes  I,  II,  III,  IV,  V  du  §  VIII  applicables 
aux  séries  imaginaires  multiples,  il  suffit  de  substituer  dans  ces  théo- 
rèmes les  modules  des  différents  termes  à  leurs  valeurs  numériques. 
Ainsi,  en  particulier,  on  pourra  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  les  modules  des  divers  termes  d'une  série  ima- 
ginaire multiple  forment  une  série  réelle  convergente,  la  série  imaginaire 
est  elle-même  convergente. 

Théorème  II.  —  Supposons  que,  pour  un  module  de  la  variable  n  infé- 
rieur à  c,  la  fonction  y  de  x  soit  développable  en  une  première  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  et  que, 
pour  un  module  de  la  variable  y  inférieur  à  c' ,  la  fonction  z  de  y  soi/ 
développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  y  ;  z,  sera  développable  en  une  nouvelle  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  toutes  les 
fois  que  le  module  de  x,  étant  inférieur  à  c,  produira  pour  les  termes  de 
la  première  série  des  modules  dont  la  somme  sera  inférieure  à  c'. 

Pour  montrer  une  application  du  théorème  II,  supposons  que,  la 
valeur  àa  x  étant  imaginaire,  on  prenne 

(I)  v  =  ^_^V|^-..., 

(2)  Z=l-{-^^     '     ^^^     '       ^'■'^'       ' 


I  1.2  1.2.3 

Comme  les  séries  comprises  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (i)  et  (2)  seront  convergentes,  la  première  pour  tout  module 
de  la  variable  x  inférieur  à  l'unité,  la  seconde  pour  toute  valeur  ima- 
ginaire et  finie  de  la  variable  y,  on  tirera  de  ces  formules,  en  attribuant 
à  a;  un  module  r<^i , 

(3)     .  =  .  +  p(^.r---|--^-...j+J^(^.--  + 3-  -...)+.... 

Or,  en  vertu  du  théorème  II,  le  second  membre  de  la  formule  (3) 

OEui^res  de  C.  —  S.U,t.X.  a3 
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devra  se  réduire  pour  [i.  <]  i  à  la  somme  d'une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  D'ailleurs, 
ce  second  membre,  coïncidant  pour  des  valeurs  réelles  de  x  avec  le 
second  membre  de  la  formule  (4)  du  §  XI,  se  transformera,  par  cette 
réduction,  en  celui  que  présente  la  formule  (7)  du  même  paragraphe. 
On  arura  donc,  pour  /•  <  i , 

u(a  — i)     ,        u.(u.  — i)(a  — :?) 

*  1.2  1.2.3 

Rn  d'autres  termes,  tant  que  le  module  de  x  restera  inférieur  à  l'unité, 
la  fonction/  déterminée  par  la  formule  (i)  vérifiera  l'équation 

'  '  1.2  1.2.3 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  a.  =  i,  la  formule  (4)  donnera  simple- 
ment 

(5)  ey=i  +  x. 


§  XXII.   ~   Développements  des  fonctions  l(i+a;),  h{i  -\-  x),  (1  +  xy 
dans  le  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire . 

Concevons  que  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  imaginaire 
et  de  la  forme 

(i)  ji- n:  reV-'=i  r(cos^  H- \/ — isin^), 

/•désignant  un  module  positifet/unarc  réel.  Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

/•  sin^ 
(2)  5=:arctang 


I  -t-  r  cost 


et  si  l'on  désigne  par  [x  une  quantité  réelle,  on  trouvera,  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  i  -+-  rcos^  par  conséquent  pour  toutes  les 


HÉSUMÉS  ANALYTIQUES.  179 

valeurs  du  module  p  comprises  entre  les  limites  o,  i, 

(3)  i-H.r  =:(i-t-2rcos/4-/-^)^e*v'^, 

(  4  )  I  (  I  +  :r  )  =  -  I  (  I  4-  2  /•  COS  ^  +  /•-  )  4-  5  y' — -"'  » 

If:  _ 

(5)  (i  +  ^)!^=(i-f-2/-cosf +  /-^)2e!^-'v/-'  =  e!A'(i+^). 

D'autre  part,  en  supposant  la  variable  x  réelle  et  comprise  entre  les 
limites  —  i ,  -h  i ,  nous  avons  trouvé 

(6)  l(i  +  a.)zr:^-:^ -f-:|- -..., 

^'  '  '  '  1.2  1.2.3 

J'ajoute  maintenant  que  les  formules  (6),  (7)  subsistent  encore,  pour 
des  valeurs  imaginaires  de  x,  lorsque  le  module  /•  est  inférieur  à  l'u- 
nité. C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  en  opérant  comitic  il 
suit. 

Concevons  que,  la  variable  x  étant  imaginaire  et  son  module  infé- 
rieur à  l'unité,  on  pose 

(8)  ^  =  . _■£  +  -'_..., 

ce  qui  est  permis,  puisque  alors  la  série  comprise  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (8)  est  convergente.  La  formule  (8)  entraînera 
l'équation 

(9)  ey—\-\-x 

iyoirXo,  paragraphe  précédent).  Donc  y  sera  l'un  des  logarithmes  ima- 
ginaires et  népériens  de  \  -\r  x.  En  d'autres  termes,  on  aura 

V  =  1  ( I -f- a:)  ±:  2  A'Ti  v' —  I , 

(10)  l(i  +  or)  z=  r  q=  2^:7:  y—  \^=ix  —'- 1-  ^  —  .  .  .  =p  2  Att  v  —  " . 


180  RÉSUMÉS  ANALYTIQUES. 

k  désignant  un  nombre  entier,  par  conséquent 

(  I  I  )  -  1  (  1  H-  2  r  COS  /  +  /'^  )  =:  /•  cos  t COS  lt^-^  cos  Zl  —  .  .  . 

2  2  D 

et 

(12)   5  =  arc  lanff r  z=  /sinf sin2<  +  —  sin3<  — ...zr:  2X7:. 

^  1  +  2  /•  cos  ^  +  /•-  2  6 

On  tire  d'ailleurs  de  la  formule  (12) 

I    r/     .           '"^   .             /■'   .    o             \                              rsin^  "1 

))     ±A  —  —      /sin^ sm2^+ —  sin3^  — . . .     —  arc  tanff -\ 

'  2  71  L\  2  3  /  "  I  +  2/-C0S^  +  /-^J 

et,  comme,  en  vertu  du  théorème  VII  (§  VI),  la  somme 

,.2  ,.3 

/•  sin < sin il  -\-  -^ sin 3 f  — ... 

2  3 

sera,  pour  des  valeurs  de  r  comprises  entre  o  et  i,  fonction  continue 
de  chacune  des  variables  /•  et  /,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant 
du  second  membre  de  l'équation  (i3).  Donc  ce  second  membre  variera 
par  degrés  insensibles,  avec  r  et  t,  entre  les  limites  /- =  o,  r=r, 
/  ==  —  oc,  /  ==  30.  Cette  condition  ne  pourrait  être  remplie  si,  /•  et  / 
venant  à  varier  par  degrés  insensibles,  la  quantité  entière  =t^  chan- 
geait brusquement  de  valeur.  Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  r  et  / 
comprises  entre  les  limites  dont  il  s'agit,  ±^  conservera  une  valeur 
constante  égale  à  celle  que  fournit  l'équation  (12)  pour  r  =  o,  c'est- 
à-dire  une  valeur  nulle,  et  les  formules  (10),  (12)  devront  être  ré- 
duites, la  première  à  la  formule  (G),  la  seconde  à  la  suivante  : 

/sinZ  .  /-^    .  /"^    .    o 

(lA)      arc  laiiff — — ,  =  rsin^ sin2^  +  -rr-  sin3^  —  . . . . 

^  ^  I  -f-  2/' cos^  + /-^  2  3 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  t  =  -->  l'équation  (i4)  donnera 

,.3      ,.5 
(lo)  arc  tang /•  = /•  — -^  4- 7; ...; 

et,  comme  cette  dernière  ne  changera  pas  de  forme  quand  on  y  rem- 
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placera  rpar  —  r,  on  en  conclura,  en  écrivant  x  au  lieu  de  ±:  /',  que 
l'équation 


(16) 


arc  tango;  r=  j? T  ~^  ~ 


subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  les  limites 

X  =  —  I,       ^  =  I. 

Si  l'on  prend  ic  =  i ,  on  aura  arc  tang  i  =  t'  et,  par  conséquent, 

(17)  T.=:fji  —  ^  +  ^  -  i  +...J=3,j4i599.65.... 

On  trouvera  encore,  en  attribuant  à  x  une  valeur  imaginaire  dont 
le  module  soit  inférieur  ii  l'unité. 


(.8) 


L(i  +  .r)  =  1(1  + ./•)!-«  =  (  ^—  —  +  T 


Le. 


Observons  maintenant  que,  la  variable  x  étant  toujours  positive  et  son 
module  inférieur  à  l'unité,  la  formule  (8)  entraîne,  non  seulement 
l'équation  (9),  mais  encore  celle-ci 

^  ^ '  *  i.'i  1.2.0 

(u.  désignant  une  quantité  positive  quelconque).  On  aura  donc  encore 


''  1.2 


1.2.3 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

u.(u.  —  i)     ,        u.(u  —  i)(u.  —  2) 


1 .2 


1.2.3 


Donc  la  formule  (G)  continue  de  subsister  dans  le  cas  où  x,  étant  ima- 
ginaire, offre  un  module  r<  i .  Alors,  en  égalant  entre  elles,  dans  les 
deux  membres  de  la  formule  :  i"  les  parties  réelles,  2.°  les  quantités 
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qui  sont  multipliées  par  y—  '»  O"  obtient  les  deux  équations 

(l  +  2/-C0Si  +  r'^y  C0S/J.5  =:  I  +  [l.r  Ç,0^t  +  ^-— ^- /-^  C0S2^  —  •  .  -, 

1.2 

(i  +  arcosf  +  /•')'sinu.ç  =  a/sinf  +  —^ /•*  sin2/  -h.  . . . 

K  1.2 

Si  dans  ces  dernières,  jointes  à  la  formule  (2),  on  pose  /  =     >  on  trou- 
vera 


1 
5  =  arctang/-,       /•^lang.v,       (i -f- 2/-cos/ +  z-*)^  =  (1  +  r")*  =  séc5 


cos.y 


(21) 


et,  par  suite, 

< 

i  ■         r  i^()^  —  o(m  —  2)      „        "1 

f  sin  fjL5  =  NjL  taug5  —  - — -^ tang'5  + .  . .     cos^s, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  cosixs  —  [i  —  (|ul)2  tang''^  +  {^)^  langV<^  — . .  .]cosi^.î, 

(22)  l     .  r 

{  s\nixs  z=  [^  langs  —  (jui)3  tang'^  +  •  •  •]  cos(^5; 

puis  on  en  conclura 

,3.  .  wlang.î  — (u)3tang^v  + . .  . 

(23)  tanga5= Ç-r— ^ ,  — ^^ 1 -• 

I  —  (F^)2  tang-^.y  4-  {ix),  Vàug's  ~. . . 

Comme  d'ailleurs  les  équations  (22),  (23)  ne  changent  pas  de  forme 
quand  on  y  remplace  s  par  —  .y,  il  est  clair  qu'elles  subsistent,  quelle 
que  soit  la  quantité  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  s  comprises  en(re  les 
limites 

(24)  5  =r— arclangr  =;  —  j,  5  =  arc  lang  i  = -,  • 

Lorsque  l'exposant  [jl  se  réduit  à  un  nombre  entier  m,  les  équa- 
tions (22),  (23)  se  réduisent  aux  équations  (2)  et  (3)  du  §  XVI,  et 
peuvent  alors  être  étendues  à  des  valeurs  quelconques  de  l'arc  s. 


TABLE  DES  MATIÈRES 

DliS  RÉSUxMÉS  ANALYTIQUES. 


Page» 

A  VERTISSEME>fT 9 

I.          Sur  les  nombres  figurés lo 

il.  Développement  du  produit  de  plusieurs  binômes,  ou  d'une  puissance  entière 
et  positive  de  l'un  d'entre  eux;  théorème  de  P'ermat  sur  les  nombres  pre- 
miers    14 

III.  Des  variables  et  des  fonctions  en  général,  et,  en  particulier,  des  fonctions 

entières  d'une  seule  variable.  Relations  qui  existent  entre  les  coefficients 

des  puissances  entières  et  positives  d'un  binôme i6 

IV.  Résolutions  de  plusieurs  équations  simultanées  du  premier  degré 26 

V.  Formules  d'interpolation 4o 

VI.  Des  séries  convergentes  et  divergentes,  et,  en  particulier,  de  celles  qui  repré- 

sentent les  développements   des   puissances    entières  et   négatives  d'un 

binôme 46 

VII.  Développements  des  exponentielles  e-^,  A-^ 69. 

VIII.  Des  séries  doubles  ou  multiples.  Nombres  de  BernouUi 66 

IX.  Sommation  des   puissances  entières  des  nombres  naturels.  Volume  dune 

pyramide  à  base  quelconque 81 

X.  Formules  pour  l'évaluation  des  logarithmes.  Développement  du  logarithme 

d'un  binôme 89 

XI.  Développement  d'une  puissance  quelconque  d'un  binôme 93 

XII.  Trigonométrie 96 

XIII.  Des  expressions  imaginaires  et  de  leurs  modules 116 

XIV.  Des  séries  imaginaires 127 

XV.  Des  exponentielles  imaginaires.  Développements  des  fonctions  cosx,  sinj;. ..  i33 

XVI.  Relations  qui  existent  entre  les  sinus  ou  cosinus  des  multiples  d'un  arc  et  les 

puissances  entières  des  sinus  et  cosinus  du  même  arc 141 


I8i    TABLE  DES  MATIERES  DES   RÉSUMÉS  ANALYTIQUES. 

l'dge» 

XVII.  Sommation  des  sinus  ou  cosinus  d'une  suite  d'arcs  représentée  par  les  diffé- 

rents termes  d'une  progression  arithmétique i43 

XVIII.  Relations  qui  existent  entre  le  périmètre  d'un  polygone  plan  et  les  sommes 

des  projections  des  éléments  de  ce  périmètre  sur  diverses  droites.  Rectifi- 
cations des  courbes  planes 1 49 

XIX.  Sur  les  puissances  fractionnaires,  ou  irrationnelles,  ou  négatives  d'une  ex- 

pression imaginaire.   Résolution  des  équations  binômes  et  de  quelques 
équations  trinômes 1 5'^ 

XX.  Logarithmes  des  expressions  imaginaires,  et  logarithmes  imaginaires  des 

quantités  réelles 170 


XX!.     Des  séries  imaginaires  doubles  ou  multiples. 


XXII.    Développements  des  fonctions  l(n-  .r),  L(i  -+-  .r),  (i  -h  x)\^  dans  le  cas  où  la 

variable  x  devient  imaginaire i  ji 


NOUVEAUX  EXERCICES 


MATHÉMATIQUES 


(EXERCICES  DE  PRÀ&UE). 


DEUXIÈME  ÉDITION 


REIMPRIMEE 


D'APRÈS  LA  PREMIÈRE   ÉDITION. 


Œuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  X.. 


a4 


Ce  travail  a  été  l'objet  de  deux  éditions  distinctes,  ou,  plus  exactement,  il  y  a  eu  deux 
tirages  séparés  de  la  même  édition. 

Le  premier,  destiné  aux  savants  français,  a  paru  en  France  sous  le  litre  suivant  :  Aom- 
veaux  Exercices  de  Mathématiques,  avec  une  préface  (rofr  page  189)  expliquant  comment 
ils  faisaient  suite  aux  anciens  Exercices  de  Mathématiques  composés  pendant  les  années 
i8vi6  à  i83o. 

Le  second  a  paru  à  Prague,  sous  le  litre  suivant  :  Mémoire  sur  la  dispersion  de  la 
lumière.  Il  était  précédé  d'un  Avis  au  Lecteur,  qu'on  trouvera  plus  loin  {voir  page  igS). 
et  qui  fait  connaître  les  motifs  de  celte  édition  spéciale. 
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«y/6.    ^uau4t///i    Junuà    iûau&du. 


JLia  bienveillance  avec  laquelle  les  géomètres ,  et  les  personnes  adonnées  à  la  cul- 
ture des  sciences,  ont  acceuilli  les  deux  ouvrages  que  j'ai  publiés,  à  Paris  sous  le 
titre  d'Exercices  de  Mathématiques,  à  Turin  sous  le  titre  de  Résumés  analytiques, 
m'encourage  à  faire  paraître  aujourd'hui  un  troisième  recueil  destiné  à  offrir  le  dé- 
veloppement des  théories  exposées  dans  les  deux  premiers,  et  les  résultats  aux  quels 
de  nouvelles  recherches  m'auront  contluit.  On  sait  assez  quels  événements  m'ont  fait 
un  devoir  de  renoncer  aux  trois  chaires  que  j'occupais  em  France,  et  quelle  voix  au- 
guste à  pu  seule  me  déterminer  à  quitter  encore  la  chaire  de  Physique  Mathéma 
tique  que  1^  Roi  de  Sardaigne  avait  daigné  me  confier.  Mais  ce  n'est  pas  sans  doute 
auprès  des  descendants  de  Louis  XIV,  auprès  de  ces  Princes  protecteurs  si  éclairés 
des  lettres  et  des  sciences,  que  je  pourrais  me  croire  dispensé  de  faire  de  continuels 


<^   ;-, 


/'- 


(  IV  ) 

eflforts  pour  contribuer  à  leurs  progrès.  Les  nouveaux  Exercices  paraîtront  comme 
les  précédents  par  livraisons  qui,  s'il  est  possible,  car  sur  cette  terre  et  dans  ce 
siècle  surtout  on  ne  saurait  répondre  du  lendemain,  se  succéderont  à  des  époques 
peu  éloignées  les  unes  des  autres.  Les  premières  livraisons  offriront  en  totalité  le 
Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière,  Mémoire  dont  les  deux  premiers  paragra- 
phes seulement  ont  été  déjà  publiés  en  1830. 

A  la  dernière  livraison  de  chaque  année  sera'  jointe  une  table  des  matières. 


MEMOIRE 

SUR 

LA  DISPERSION  DE  LA  LUMIÈRE 

PAR 

M.  A.  L.  CAUCHY, 

MEMBRE   DE   L'ACADEMIE  DES   SCIENCES  DE   PARIS,    DES   SOCIETES   ROYALES 
DE  LONDRES,  DB  BERLIN,  DE  PRAGUE,  ETC. 


PUBLIE  PAR  LA  SOCIETE  ROYALE  DES  SCIENCES  DE  PRAGUE. 


PRAGUE, 

CHEZ    «r.    G.    CJiljVEt    LIBRAIRE. 


^ris  au  M^ectemr. 


Il  y  a  environ  an  an,  que  Mtmsîew  •â*  Xr.  Cauchy*  connu  par  des 
ouvrages  qui  le  mettent  au  rang  des  premiefs  mathématiciens,  présenta  à  la 
Société  royale  des  Sciences  son  dernier  ti'aité ,  intitulé  :  Mémoire  sur  la 
Dispersion  de  la  Lumière,  pour  le  recevoir  au  nombre  des  dissertations,  que 
cette    Société  publie  de  temps  à  aulfe,   et   qu'  elle  fait   imprimer  à  ses  frais. 

La  Société  royale,  touiours  empressée  de  contribuer  à  Tavancement 
des  sciences,  et  par  cette  raison  prête  à  tous  les  sacrifices,  résolut  de  faire 
examiner,  par  une  commission  ehoisie  dans  son  sein,  le  traité  de  M.  Cauchy, 
et  d'en  faire  statuer  sur  le  mérite  pour  l'impression. 

Le  rapport  de  cette  commission,  étant  de  la  teneur:  «qiie  ce  traité 
«concernait  une  des  branches  les  plus  importantes  de  la  physique  et  de  la 
wmécanique,  qu'il  étendait  de  beaucoup  les  connaissances  dans  ces  matières, 
»qu*il  surpassait  tous  les  traités  semblables  d'autres  écrivains  dans  cette  par- 
))tie,  et  qu'en  conséquence  les  sciences  physico  -  mathématiques  feraient,  par 
«cette  publication,  un  progrès  considérable  ;  ;^  la  Société  royale  accepta  le 
manuscrit  de  M    Cauchy,  pour  le  faire  imprimer. 

ORuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  X.  ^5 


Mais,  comme,  par  des  présentations  supplémentaires  de  la  coniinaatioîi 
an  manuscrit,  le  traité  dépassait  les  bornes  d'uEe  dissertation,  il  ne  pouvait 
être  reçu  dans  la  série  de  celles,  que  la  Société  royale  public  de  temps  en 
temps,  et  il  a  du  être  imprimé  comme  un  ouvrage  séparé  et  îudépendanto 
On  a  chobi  pour  cet  effet,  ua  plus  grand  format,  savoir  le  format  in-quarto 
afin  de  mieux  rendre  les  longues  formules^  et  les  tables  très  -  étendues  de 
l'auteur,  et  de  mettre  au  jour  une  édition  aussi  élégante  et  correcte  que 
possible. 

Prague,  le  10  juin  1836. 


La  Société  royale  des  Sciences  de  Prague 
en  Bohème. 
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CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES. 


Dans  un  Mémoire  précédent,  nous  avons  fait  voir  comment  les  lois 
de  propagation  et  de  polarisation  de  la  lumière  pouvaient,  se  déduire 
des  équations  aux  différences  partielles  qui  représentent  le  mouve- 
ment d'un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelle  {voir  le  V^  Volume  des  Exercices  de  Mathé- 
matiques). Toutefois,  comme  les  formules  (ii)  de  la  page  i3i  du 
IV^  Volume  des  Exercices  (*),  auxquelles  nous  avons  eu  recours,  ne 
sont  qu'approximatives,  les  lois  que  nous  avons  établies  ne  sont  pas 
rigoureusement  exactes.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'observer 
que,  dans  l'énoncé  de  ces  lois,  on  ne  trouve  rien  qui  soit  relatif  ii 
la  nature  de  la  couleur.  Or  la  dispersion  des  couleurs  par  le  prisme 
prouve  que,  dans  les  corps  transparents,  la  vitesse  de  propagation  de 
la  lumière  n'est  pas  la  même  pour  les  différentes  couleurs.  D'ailleurs 
les  physiciens  qui  ont  adopté  l'hypothèse  des  ondulations  lumineuses 
supposent  avec  raison  que  la  nature  de  chaque  couleur  est  déterminée 
par  la  durée  plus  ou  moins  grande  des  oscillations  des  molécules  de 
l'éther,  de  même  que  la  nature  du  son  produit  dans  un  corps  solidi^ 
ou  fluide  est  déterminée  par  la  durée  plus  ou  moins  grande  des  oscil- 
lations des  molécules  de  ce  corps.  Il  est  donc  naturel  d'admettre  qu'il 
existe  une  relation  entre  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  el 

(M  OEuvre.1  de  Cauchy,  S.  II,  T.  IX,  p.  i66. 
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la  durée  des  vibrations  lumineuses.  Or  cette  relation  ne  saurait  se 
déduire  des  équations  aux  différences  partielles  inscrites  sous  le  n"  il, 
à  la  page  i3i  du  IV^  Volume  des  Exercices  (').  Mais  il  importe  de 
remarquer  que  ces  équations  se  tirent  elles-mêmes  de  formules  plus 
générales  que  j'ai  données  dans  le  IIP  Volume  (p.  190  et  suiv.)  (^). 
Frappé  de  cette  idée,  M.  Coriolis  me  conseilla  de  rechercher  si  la  con- 
sidération des  termes  que  j'avais  négligés  en  passant  des  unes  aux 
autres  ne  fournirait  pas  le  moyen  d'expliquer  la  dispersion  des  cou- 
leurs. En  suivant  ce  conseil,  je  suis  heureusement  parvenu  à  des  for- 
mules à  l'aide  desquelles  on  peut,  non  seulement  assigner  la  cause 
du  phénomène  dont  il  s'agit,  mais  encore  en  découvrir  les  lois  qui, 
malgré  les  nombreux  et  importants  travaux  des  physiciens  sur  cette 
matière,  étaient  restées  inconnues  jusqu'à  ce  jour. 

Pour  que  l'on  puisse  saisir  plus  facilement  les  principes  sur  lesquels 
repose  l'analyse  dont  je  vais  faire  usage,  je  reproduirai  d'abord  en  peu 
de  mots  les  équations  différentielles  qui  déterminent  le  mouvement 
d'un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de 
répulsion  mutuelle. 

§  f .  —  Equations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  de  molécules 
sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle. 

Considérons  un  système  de  molécules  ou  points  matériels  distri- 
bués arbitrairement  dans  une  portion  de  l'espace  et  sollicités  au  mou- 
vement par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Soient 

m  la  masse  d'une  de  ces  molécules; 

m,  m',  m",  . . .  celles  des  autres,  et  supposons  que,  dans  un  état  d'équi- 
libre du  système,  x,  y,  z  désignent  les  coordonnées  de  la  molécule  m 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires; 

X  -h  A^,  y  -h  Aj,  5  -h  As  les  coordonnées  d'une  autre  molécule  m  ; 

r  la  distance  des  molécules  lu  et  m\ 

(1)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  IX,  p.  i66. 
r^)  U.,  S.  II,  T.  VIII,  p.  229  et  suiv. 
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a,  p,  y  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  r  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives. 

Admettons  d'ailleurs  que  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des 
deux  masses  m  et  m,  étant  proportionnelle  à  ces  masses  et  à  une 
fonction  de  la  distance  r,  soit  représentée,  au  signe  près,  par 

(i)  mmf(/'), 

f(r)  désignant  une  quantité  positive  lorsque  les  masses  m,  m  s'at- 
tirent, et  négative  lorsqu'elles  se  repoussent.  La  résultante  des  attrac- 
tions ou  répulsions  exercées  sur  la  molécule  m  par  les  molécules  m, 
m' ,  . . .  aura  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  coordonnés 

(2)  mS[/«  cosa  f(/-)],         mS[m  cos[3  f(/-)],         m  S[/?i  cosy  f(/-)]» 

la  lettre  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables,  mais  relatifs 
aux  diverses  molécules  //z,  m',  ...,  et,  puisque  le  système  est,  par 
hypothèse,  en  équilibre,  on  aura  nécessairement 

(3)  S[w  cosa  f(/')]  ~  o,         S[mcosj3f(/-)]  =  0,         S[/n  cosy  f(/")]  =  o- 

Ajoutons  que  les  quantités  Aa;,  Aj,  As  pourront  être  exprimées  en 
fonction  de  r  et  des  angles  a,  p,  y  par  les  formules 

(4)  Aa;=i/-cosa,         A/=:rcos|3,        A5=:/'cosy. 

Supposons  maintenant  que,  le  système  venant  à  se  mouvoir,  les 
molécules  m,  m,  jn' ,  ...  se  déplacent  dans  l'espace,  mais  de  manière 
que  la  distance  de  deux  molécules  m  et  m  varie  dans  un  rapport  peu 
différent  de  l'unité.  Soient,  au  bout  du  temps  /, 

des  fonctions  de  x,  y,  s,  t  qui  représentent  les  déplacements  très 
petits  de  la  molécule  m,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés, 

et 

/•(i  +  e) 

la  distance  des  deux  molécules  m,  m.  La  quantité  très  petite  £  expri- 
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niera  la  dilatation  linéaire  mesurée  suivant  le  rayon  vecteur  r;  et, 
comme  les  coordonnées  respectives  des  molécules  m,  m  deviendront 

.T+.l-\-^{x  +  l),    j  +  YH- A(/  +  Y)),     r  +  Ç  +  A(^  +  0» 
les  projections  algébriques  de  la  distance  r(i  h-  e)  seront  évidemment 

Ax -1- A|,     A/h-Ay),     As  4- AÇ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

rcosa  +  A|,     /-cosP  +  Ay),     /-cosy  +  AÇ. 
On  trouvera  par  suite 

(5)  /•2(i  -)-  £)2—  (/-cosa  +  A|)--f-  (r  cos[3  +  ATr))2H-  (/'cosy  -h  AÇ)-, 
et  l'on  en  conclura 

(6)  ]  +  £  =  t  /  1+  -(cosa  A|  +  cos[3  A-^  +  cosy  AÇ)  h — ^  (A^-4- Atq2  + AÇ^). 

D'ailleurs,  au  bout  du  temps  t,  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m 
à  la  molécule  m  formera,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives, des  angles  dont  les  cosinus  seront  représentés,  non  plus  par 


(7) 
mais  par 


cosa  =t: 


Ao^ 


cos(3 


Ajt  +  A^  _ 


Ay 


cosa 


cosy 

AH 


As 


/•(!+£) 

Ay  +  ^.n 

/■(i  +  e) 

As  +  AÇ 

(8) 


/•  (  I  --r  £  )  1  -r-  £ 

En  conséquence,  les  projections  algébriques  de  la  force  motrice  résul- 
tante des  attractions  ou  répulsions  exercées  par  les  molécules  m, 


/• 

1  +  £ 

5 

cos[3  + 

Ari 

I  -r-  e 

cosy-f- 

AÇ 
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m',  ...  sur  la  molécule  m,  deviendront  respectivement  égales  aux 
trois  produits 


1   m  S    m  (  cos  a 


A^\f[r(i -+-£)] 


(9)  -^  m  S    m(  cos [3 

1       ci       ( 

I  m  S    ml  cos  y 


/• 

/          I  -(-  £ 

Ay)' 

\    f[/-(l  +  £)] 

/• 

j        i  +  e 

AÇ- 

\f[/-(H-£)] 

r  J        1 4-  £       ) 
tandis  que  les  coefficients  de  m  dans  ces  produits,  savoir 

»    m    cos  a   '       ^  ï    L    X  /j  ! 


(10)  <  S 1  ml  cosj3 

1   S  I  m  I  cos  y 


/•  /         r  4-  £        ) 
An\  f[,-(i4-£)]| 


r  j         1  +  £ 

AC\  f[/-(r  +  £)] 

r  J         1  -f-  £ 


représenteront  les  projections  algébriques  de  la  force  accélératrice  qui 
sollicitera  la  molécule  m,  et  qui  sera  due  aux  actions  des  molécules  m, 
m', D'autre  part,  si  l'on  prend  x,  y,  z,  t  pour  variables  indépen- 
dantes, les  projections  algébriques  de  la  force  accélératrice  capable 
de  produire  le  mouvement  observé  de  la  molécule  m  pourront  être 
représentées  par  les  expressions 

d-'l       d^f\       d^K 
dt''      ât^'     ât^' 

puisque  ^,  y],  t  désignent  les  déplacements  très  petits  de  la  molécule  m 
mesurés  parallèlement  aux  axes  de  00,  y,  z.  Donc,  si  le  mouvement  est 
uniquement  dû  aux  actions  moléculaires,  on  aura 

-r-^  =:  S  j  /?i  I  cos  a 

(II)  J.  -j-^  =  s    ml  cosp 

M'^        ci      / 

\  ât^  =Sjm(^cosy 

Concevons  à  présent  que,  les  déplacements  H,  v],  l  et  leurs  difle- 


^) 

f[' 

•(l  +  £ 

:)] 

n-e 

An\ 

f[' 

"(l  +  S 

:)] 

r) 

!  +  £ 

AÇ\ 

f[' 

••(!  +  £ 

)] 
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rences  finies  étant  considérés  comme  des  quantités  infiniment  petites 
du  premier  ordre,  on  néglige,  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (il),  les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  au  premier. 
Alors,  comme  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

(12)  .       e  =r  -  (cosa  AH  +  cos(3  Ay] -t- cosy  AC), 

on  ne  devra  conserver  dans  le  calcul  que  la  première  puissance  de  £, 
et,  en  faisant,  pour  abréger, 

(i3)  /(,.)^,.f(,.)_f(,.), 

on  trouvera 

(.4)  fl£li±l)]=f(,)^.,^(,). 

Par  suite  on  tirera  des  formules  (i  i),  réunies  aux  équations  (3), 

(  S  =  ^  ["'  ^^  ^^]  +  S  [mf{r)z  cosa], 
(i5)  |^  =  s|^/n^-^Anj+S[/;^/(/-)£Cos(3], 

[  ^  :=s[m^Açj  H-S[m/(/-)£COSy] 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 
g  =s[,«M±£^5W(£)a|J  h-  s  [m  '"''  ^°.^^»''  A-n]  +s[,u  ^"^-^«^yA')  a;]  , 

p  =  S  [m  '="^y'=»^°'/('-)  A?]  +  S  [m  ^«irf^îË/W  A«]  -  S  [m  !W±i^2!!l/M  AçJ  . 

Telles  sont  les  équations  propres  à  représenter  le  mouvement  d'un 
système  de  molécules  qui,  étant  sollicitées  par  dos  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelle,  s'écartent  très  peu  des  positions  qu'elles 
occupaient  dans  un  état  d'équilibre  du  système. 
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§  II.  —  Intégralion  des  équations  établies  dans  le  paragraphe  précédent. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  générales  de  ^,  y],  X,  propres  à  vérifier 
les  équations  (i6)  du  paragraphe  précédent,  on  pourra  toujours  les 
supposer  développées  en  séries  d'exponentielles  dont  les  exposants 
soient  des  fonctions  linéaires  des  variables  indépendantes  x,  y,  z.  En 
d'autres  termes,  on  pourra  représenter  ^,  y],  'C  par  des  expressions  de 
la  forme 

(l)  ^    Y]  r=  ib  ef"'^+''>'+"'-^v/^, 


u-'' 


II,  V,  sv  désignant  des  constantes  arbitraires,  znais  réelles,  a,  b,  t  des 
fonctions  réelles  ou  imaginaires  de  x,  y,  z,  t,  convenablement  choi-  ' 
sies,  et  le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  les  uns 
aux  autres,  mais  correspondants  à  divers  systèmes  de  valeurs  des 
constantes  arbitraires  w,  c,  w.  Cela  posé,  soient  ï»,  e,  f  les  parties 
réelles  des  fonctions  a,  b,  c,  et  -  0,  —  1),  -  i  les  coefficients  de  v-7 
dans  ces  mêmes  fonctions.  Les  formules  (i)  deviendront 

[  ç  =:  i  (b  —  9  y/ —  i)  e("-ï+''r+"'-)\/^^ 

(2)  <  ri  =  i(c  —  I)  v^  1^  e(«xH-c.>-+u'c)v'rT^ 
(  K  =■  Ii(f  —  i  V^— ^)  (?(''-^+''r+»';)v/=^. 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

(3)  eC-^-'r— )v/rT^  ^^^g(^^^  ^  ^,^,  _^  ^^,,^  _^  ^;— ^  ^.^^^^^^  ^  ^^  ^  ^^^^^^^  ^■ 

on  tirera  des  équations  (2),  en  développant  les  produits  renfermés 
sous  le  signe  2  et  supprimant  les  parties  imaginaires  dans  les  valeurs 
de  \,  v],  '(  qui  doivent  rester  réelles, 

(^)  j  ^  =  -2^[fCos(«.r4-rr  +  ,T.-)  +  |jsin(//,r  +  cj  +  u-c)],  i 

\  Ç  —  i[fcos(«.r  +  r,--|_,vc)  +  i  sin(//.r  +  r r  +  wz)\. 
OEiwres  de  C.  -  S.  M,  t.  X.  26 
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Soient  maintenant 

(5)  {u' +  v^  +  w'-Y  =  k 

et 

(6)  -^^a,  -^=b,  ^=c. 

Les  constantes  a,  h,  c  vérifieront  la  formule 

(7)  «2  +  ^>^  +  C2  =  I 

et  représenteront  les  cosinus  des  angles  formés  par  une  certaine 
droite  OP  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  De  plus, 
comme  on  tirera  des  équations  (6) 

(8)  w  =  ka,         V  =  kb,         w  =  kc 

et,  par  suite, 

(g)  iix  +  vy -\-wzr=z  k{ax -\- by -\- cz), 

il  est  clair  qu'en  posant,  pour  abréger, 

(lo)  t  =  ao?  +  è/ H- C2, 

on  réduira  les  équations  (4)  aux  suivantes  : 

/  l  =z  i;(ïr  cosAt  +  ii  sinA-ib), 
(il)  <  Y]  =  2(c  cosAv  4- I)  sinA-t), 

(  ^  =2(f  cos/it  +  i  sinArt). 

Alors  ^  représentera  la  distance  du  point  {oc,  y,  z)  à  un  plan  OO'O' 
mené  par  l'origine  et  perpendiculaire  au  demi-axe  OP,  cette  distance 
étant  prise  avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe  —,  suivant  qu'elle  se 
mesurera  dans  le  même  sens  que  le  demi-axe  OP,  ou  en  sens  inverse, 
à  partir  du  plan  OO'O"  dont  l'équation  sera 

(12)  ax  ->r  by  -\-  cz:=io. 

\\  reste  à  faire  voir  comment  on  pourra  trouver  les  valeurs  des  coeffi- 


NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES.  203 

cients  ff,  c,  f,  g,  \),  i  exprimées  en  fonctions  de  la  variable  t  et  des  con- 
stantes arbitraires  k,  a,  h,  c.  On  y  parviendra  sans  peine  à  l'aide  des 
considérations  suivantes. 

Considérons  d'abord  le  cas  particulier  où  chacune  des  inconnues 
^,  Y],  (^  serait  représentée  par  un  seul  des  termes  compris  sous  le  signe  2 
dans  les  formules  (ii),  c'est-à-dire  le  cas  où  l'on  aurait 

/  ^  :rz  Ir  cosAt  -h  g  sinAt, 
(i3)  <  Ti  =  f  cosAt  4- I)  sinA:t, 

(  Ç  =r  f  cosAri.  +  t  sinAv. 

Alors,  en  indiquant  par  la  caractéristique  A  l'accroissement  que  reçoit 
une  fonction  de  x,y,  z,  quand  on  fait  croître  x  de  A^,  y  de  A/,  z  de 
Az,  et  parla  lettre  B  l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  le  demi-axe  OP, 
on  trouvera 

(i4)  cosô  =  «cosa  4- 6cos|3  +  ccosy; 

puis  on  tirera  :  i°  de  l'équation  (lo),  jointe  aux  formules  (4)  du  §  I, 

(  1 5  )  At  =  a  A^  -1-  Z/  Aj  -t-  c  As  =:  /•  cos  ô 

et,  par  suite, 

/  AcosAt  =rcos(A:t -i- A- Av)  —  cosA-t 

}  = —  [i  —  cos  (A/- cos  (5)1  cosA-t  —  sin(A-/'  cosô)  siiiAt, 

(i6)       { 

A  sin At  =  sin(A:t  -\~  k  Ar)  —  sinAt 


:= —  [i  —  cos(A/-  cosô)]  sin  At  +  sin(Av  cos<3)  cosAt; 

2"  de  la  première  des  équations  (i3) 

(  A^=z  — (b  cosAt  +  %  sinA:t)  [i  —  cos  (A- /-cos -5)] 

(17) 

(  -H  (9  cosA-t  —  b  sin  At)  sin(  A/'cosâ). 

Donc,  si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes  t  et  /,  au  lieu  de  x^ 
y,  z,  i,  on  aura  simplement 

,Q.                            AC             r                  //             '^^^r         sin(  A'/' COSÔ)  (?^ 
(10)  A^  rr:  — [l—  COS(A/-COS0)]S  H ^—7 -y 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(>9) 


ou  trouvera  de  môme 

A/cosôN        sin(Avcoso)  df\ 


A  •      o  /    '*'    * 


AvcosQ^       sin(/.vcoso)  ^C 


En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  A^,  Ay],  A'C  dans  les  équa- 
tions (i6)  du  §  I  et  faisant,  pour  abréger, 


(-^o)  (  ,m  =  s 


^-  siu-  ' 


siu 


+  h 7^-^  cos-asiu2  (  _ j    , 

)]- 


-f~  cos-;3sin- , 


.)-.=.  S  [:^^siu^(^:^)1 


+  s 


2  '«  /(/•) 

— -  cos- 


■/sin'(^^)]; 


i    '1     —  ^     : cosp  cosy  sin*  (  —  j    , 

(5i)  1  ^    —a ^ — cosy  cosa  sin- ( 1    , 


^ 


_     \im  f{r)                      .      /A'/-cosÔ\1 
=  S     ^ — ^  cos  y.  cos  S  sui^  (  ]    ; 


■C'  =S  p-^siu(Âvcosa)]  +S  [^£^^  cos^asin(/a-cos5)], 

{p.i){  OrL'=s[-^sin(Av-coso^)j  +  S  ['^^  cos^psin(A7- cosô)l, 

T^>  =  S  I  ^^^  sm(kr  cosô)l  +  S  f^^^^  cos^y  sin(Ar  cosô)  1; 

çf/   ^sp-^^^cos(3cosysin(A^rcosâ)l, 
(93)  {   ^   ==Sr^^'^^cosycosasin(Âvcos<5)], 
— ~-^  cos  a  cos  {3  sin(Â7-cosô)   , 


A'  =zè 
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on  en  conclura 


203 


(24)       ^'=- 


OL 


,^: 


Les  équations  (24)  se  simplifient  lorsque,  clans  l'état  d'équilibre  du 
système  proposé,  les  masses  des  molécules  m,  m',  m",  . . .  sont  deux  à 
deux  égales  entre  elles  et  distribuées  symétriquement  de  part  et 
d'autre  d'une  molécule  quelconque  m  sur  des  droites  menées  par  le 
point  avec  lequel  cette  molécule  coïncide.  En  effet,  comme  la  valeur 
de  cosâ  déterminée  par  l'équation  (i4),  et  par  suite  les  termes  dont 
se  composent  les  sommes  indiquées  par  le  signe  S  dans  chacune  des 
formules  (22),  (23),  changent  de  signe  en  même  temps  que  les  cosinus 
des  trois  angles  a,  ^,  y,  il  est  clair  que  ces  termes,  comparés  deux  à 
deux,  seront,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  équivalents  au  signe  près,  mais 
affectés  de  signes  contraires.  Donc  alors  les  coefficients  désignés  par 
j(,  OlL',  X',  <i",  ^',  a'  s'évanouiront,  et  les  équations  (24)  se  rédui- 
ront à 


dt' 


:-(C^+c>l-0     -h^C), 


(25) 


^^=-(a|  +  ortr)  +  $0, 


m-h'Sn   4-DLC). 


Les  équations  (23)  fournissent  le  moyen  de  déterminer,  au  bout  du 
temps  t,  les  trois  fonctions  ^,  y],  C,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  six 
fonctions^,  e,  f,  0,  1),  t,  lorsque  l'on  connaît  les  valeurs  initiales  de  ces 
mêmes  fonctions  et  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  ii  /.  Kn  effet, 
représentons  par 


Ço»      THo»      Co>      î'o;      fo»      'o>      iot      hof      'u 
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les  valeurs  initiales  de 

h     ri,     C,     ^,     f,     f,     9,     h,     », 
et  par 

^1»    "^1,    K\,    ^1,    fi,    fi,    îi,    bi,    il 

les  valeurs  initiales  de 

dt'     dt'     ât'     dt'     dt'     dt'     dt'     ~di'     dt' 
On  aura,  en  vertu  des  formules  (i3), 

/  |o  =  ^0  cosA-t  H-  9o  sinA't, 
(a6)  <  Y]o=  fo  cosA-t  H- l)oSinA't, 

(  Çq  :r=  {q  cosAt  +  io  sinA't, 

/  Il  i=&,  cosA-t -+- g,  sinAt, 
(9^7)  <  Y)i~  Cl  cosAt  4- I),  sinAt, 

(  Cl  =3  fi  cosAt  +  i,  sinArt, 

et  l'on  pourra  déduire  des  équations  (25)  les  valeurs  de  ^,  y],  l  rela- 
tives à  un  instant  quelconque,  en  suivant  la  méthode  que  nons  allons 
indiquer. 

Soient  x,  i)\>,  3  les  cosinus  des  angles  que  forme,  avec  les  demi- 
axes  des  07,  y,  z  positives,  une  droite  OA  menée  par  l'origine  et  pro- 
longée dans  un  certain  sens.  On  aura 

(28)  X^+UbS-i-Sî^ri, 

et  la  droite  OA  sera  représentée  par  la  formule 
Soit  encore 

(3o)  «=:cRo|-Mll,Y]  4-eÇ. 

La  valeur  de  a,  déterminée  par  la  formule  (3o),  représentera  le  dépla- 
cement de  la  molécule  m  mesuré  parallèlement  à  la  droite  OA,  et  sera 
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positive  si  ce  déplacement  se  compte  dans  le  même  sens  que  la  direc- 
tion OA,  mais  négative  dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs,  si  l'on  com- 
bine par  voie  d'addition  les  formules  (25)  après  avoir  multiplié  les 

deux  membres  de  la  première  par  x,  de  la  seconde  par  -ijî,,  de  la  troi- 

1)1)     s 
siëme  par  s,  et  si  l'on  choisit  <â,,  oft),  8,  ou  plutôt  le  rapport  y'  x'  ^^ 

manière  que  les  trois  fractions 

(3,)  _ ,     _ ,  _ 

deviennent  égales  entre  elles,  on  trouvera,  en  désignant  par  s^  la 
valeur  commune  de  ces  trois  fractions, 

(3a)        "  g  =-.... 

Or  il  existe  trois  valeurs  de  s-  propres  à  vérifier  la  formule 

(^3)    ^ X ^  = ^, = ^ —=' 

et,  par  conséquent,  les  trois  équations 

(C  —  ^^)  =-^  +  ai»î)  +^3  =  0, 


(34)  <  a.l,  4- (01^  —  5^)111, +  ^3  =  0, 

(  '^X  H-  $Ul>  +  (X  —  5^)  3  =  o, 

desquelles  on  tire 

(55)  \ 

De  plus,  à  ces  trois  valeurs  de  s^  correspondent  trois  systèmes  de 

il')     3 
valeurs  pour  les  rapports  y?  -r-'  ^t,  par  conséquent,  trois  droites  OA', 

OA",  OA'"  avec  lesquelles  on  peut  faire  coïncider  successivement  la 
droite  OA.  Enfin,  il  résulte  de  la  forme  des  équations  (34)  que  ces 
trois  droites  se  confondent  avec  les  trois  axes  de  la  surface  du  second 
degré  représentée  par  l'équation 

(36)  .t;x*H-01Iy«+  Oi:.z*-i-2a^yz  +  2^zx  +  2a\y  =  i, 
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X,  y,  z  désignant  de  nouvelles  coordonnées  relatives  à  de  nouveaux 
axes  rectangulaires  qui  seraient  menées  par  le  point  0  parallèlement 
aux  axes  des  x,  y,  z;  et  l'on  peut  ajouter  que,  dans  le  cas  où  cette 
surface  est  un  ellipsoïde,  les  trois  valeurs  de  ^  sont  précisément  les 
carrés  des  trois  demi-axes.  Donc,  à  l'aide  de  la  formule  (32),  on 
pourra  déterminer,  au  bout  du  temps  /,  les  trois  déplacements  de  la 
molécule  m  mesurés  parallèlement  aux  trois  axes  de  l'ellipsoïde  et, 
par  suite,  à  trois  droites  perpendiculaires  entre  elles.  Si  l'on  désigne 
ces  trois  déplacements  par  «',  «",  «'"  et  les  valeurs  correspondantes  de 
-i.,  a)L,  8  par 

.V,    Di,',    3',    X",    1)1",    e",    A/\    >iî."',    e'", 

on  tirera  de  la  formule  (3o) 

/  a'  =  X'  l  +  ilî,'  -0  +  a'  ç, 
(3;)  '   »"=:cl>"^4-i)!,"-r)-i-8"Ç, 


^"=X"'l-\-^V''r\-\-Z"'l', 
et,  comme  on  aura  d'ailleurs 

(38)  [ 

X"X"'+  ilî,"il'„'"+  Z"  3'"=  o, 

X'WJ  +  Db"'-i)l,'  +  Z"'Z'  —  o, 
X'  X"  +  ilî/  11!,"  +  G'  Z"  =  o, 

puisque  les  trois  droites  OA',  OA",  OA'"  se  coupent  à  angles  droits,  on 
conclura  des  formules  (37) 

/  £  =X'>i'-i-X"^"-i-X"'H"', 
(^9)  <  yi  =  iib'8'-i-ii!,"8"+iiy"8'", 

(  C  =3'»'+  8"  8"+  3'"  8'". 

Quant  aux  valeurs  générales  de  «',  a",  «'",  on  les  déduira  de  l'équa- 
tion (32)  en  opérant  comme  il  suit. 
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Soient  «„,  «,  les  valeurs  initiales  de  «  et  de  -y-  On  aura 

(4o)  80=  =^^0  +  ^^100+ s  Ço, 

OU,  ce  qui  revient  au  niême, 

(42)  8o=(î'o-^  +  foi'i'  +  foS)cosÂ-t  +  (goci^  +  bo'>'ij  +  toS)sinÂ-t, 

(43)  81=  (bioA.  +  f,Dî)  +  fi©)  cosA-t  +  (g,  =.1  +  l)i\lb  +  tiS)  sinAt, 

et  l'on  tire  de  l'équation  (32) 

,,,.  sinst  r'' 

(44)  8  =  8oCOS.?^  +  «1 =  80  C0S5^  H- 81    /      cosstdt 

ou,  en  d'autres  termes, 

x-^h    1     ■   -Ml    ,   f  oxC08(^''+yO  +  cos(At  — .vQ    ,    ,      ,        ^    ,,       .  ^,  sinUt -h  .vn-4-sitia-t  — ^0 

«  —  (î>Ool)  -r  «0^0  -t-  Tot>) _ '' '-   -i-  (jJo  Jla  _J-  (,(,115,  -1-  ,„©) : { 


45)  ! 

+  1       (ïii  <Jl>  4-  ei  D!)  -f-  îi  ©) H-  (fli  cAb  H~  tji  ilb  +  ti  G)  — > 1  dt. 


•1 

(4 


Cela  posé,  faisons,  pour  abréger, 

/  bocos/ct  4- go  sinA-t  =  9(t.), 
(46)  <^  fo  cosA-t  +  l)o  sinAt  =:yjt), 

fo  COsArtH-to  sinAtr:ri];(t), 

iii  cosA-v  +  5,  sin At  =:=  0(t), 

{^l)  I  fj  cosA't  + J)i  sinAt  z=:X(t), 

fi  cosA-t  +  i,  sinA:t=:^''(t) 
et  . 

(48)  ':=çi, 

A 

Les  fonctions 

(^9)  ?(t),     x(0,     ^(0,     ^(0,     X(t),     ^(t) 

représenteront  les  valeurs  initiales  de 

t      ^      r      àl      dn       dK 

S>       ^>       «t,       -7:'       -775       -r-i 
Ot        Ôt         Ol 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  X.  V] 


(5o) 


(5i) 


(52)     < 


(53) 
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et  l'on  tirera  de  l'équation  (44)>  réunie  aux  formules  (42),  (43), 

cp(t  H-00  +  cp(t-00  x(t+QO  +  x(t-00        ^  4;(^-+-Q0  +  ^(t-Q0 

8  —  o^'lo -H  Do H-  <^  ■ 

2  V».  -J. 

Concevons  maintenant  que,  les  trois  valeurs  de  s-  propres  à  vérifier 
l'équation  (35)  étant  positives,  les  valeurs  correspondantes  et  posi- 
tives de  s  soient  désignées  par  s',  s",  s"'  et  les  valeurs  correspondantes 
de  ù  par  £2',  ù",  ù".  La  formule  (5o)  donnera 

/  „_  ,„cp(^  +  o"o-4-o(t-Q-'o  ,  ^^^„y(^  +  a'7)  +  x(^-^'0  ,  o„4^(^-^a'^0  +  '>(t-ii"o 

^     8     -^Vo ~T~    vO     "T~    'w'      

•A  2  2 

=  i!,\.) -H   Utî     -r-  >i^     

2  2  2 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  »',  «",  «'"  dans  les  équa- 
tions (39),  on  obtiendra  pour  ^,  y],  ^  des  fonctions  de  t  et  de  t  qui 
auront  la  double  propriété  de  satisfaire,  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque /,  aux  équations  (25)  et  de  vérifier,  pour  une  valeur  nulle 
de  t,  les  conditions 

/     |  =  9(t),  V3  =  x(t),  Ç  =  'i^(t), 

Les  inconnues  l,  y],  '(  et  a',  «",  a'",  ou  les  déplacements  de  la  molé- 
cule m  mesurés  parallèlement  aux  axes  des  x,  j,  5  et  à  ceux  de  l'el- 
lipsoïde (36),  étant  déterminées  comme  on  vient  de  le  dire,  on  en 
déduira  sans  peine  la  vitesse  w  de  la  molécule  /n  au  bout  d'un  temps 
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quelconque  t.  En  effet,  si  l'on  projette  cette  vitesse  :  i°  sur  les  axes 
des  x,y,  z-,  2°  sur  les  axes  de  l'ellipsoïde  (36),  on  trouvera  pour  pro- 
jections algébriques,  dans  le  premier  cas, 


dl      d-n      àK 
dt       ôt       dt 


djè!_      d^       d^ 
dt'     ~dt'      dt 


(55) 

dans  le  second  cas 

(56) 

et  par  suite  on  aura 

,,  ,  ,      {di\-     fdny     (ÔKY     fà^'Y     [d^''y     fdW"Y  ^' 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (5i),  (52),  (53)  sont  toutes 
trois  comprises  dans  la  formule  (5o),  de  laquelle  on  les  déduit  en  pre- 
nant successivement  s  =  s\  s  =  s",  s  =  s'".  Si  d'ailleurs  on  pose 

(58)  cT(t)  =  .l,9(t)  +  iib  x(-)+©  ^{^)> 

(59)  n(t)z==iU<I»(t)Hr-llbX(t)  +  GT(t) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(60)  ci(t)  =  {^qX  +  fo^'-'  -t-^o^)  cosA-t  +  {^oJ[s>  H-I^oi''''  4-  to3)sinA't, 

(61)  II(t)=z:(îi,ol,  +  Cl  m,  4-  f,  G)cos/rt  +  (9iaîU  +  l)iil'o  +  t,S)sinA-t, 

la  formule  (5o)  sera  réduite  à 

Tx5{ï-^i'ît)-\~uy{t  —  at)     /''n(t  +  i^o  +  n(t  — ^0 


(62)        »=r  — ^^ — -^ ^ ^  4-   1 


dt. 


Dans  le  mouvement  que  représentent  les  équations  (39)  réunies  aux 
formules  (5i),  (52),  (53),  les  déplacements  et  les  vitesses  des  molé- 
cules dépendent  des  seules  variables  t  et  t.  Donc,  au  bout  d'un  temps 
quelconque  t,  ces  déplacements  et  ces  vitesses  seront  les  mêmes  pour 
les  molécules  situées  à  la  même  distance  t  du  plan  représenté  par 
l'équation  (12), 

Lorsque,  h.  l'origine  du  mouvement,  les  vitesses  et  les  déplacements 
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des  molécules  sont  parallèles  à  l'un  des  trois  axes  de  l'ellipsoïde  (36), 
les  fonctions  nT(t),  TL(t)  déterminées  par  les  formules  (60),  (61),  et 
l'inconnue  «  déterminée  par  l'équation  (62)  s'évanouissent  pour  deux 
des  valeurs  de  s  représentées  par  s',  s",  s'";  en  d'autres  termes,  deux  des 
déplacements  absolus  et  les  vitesses  absolues  des  molécules  restent 
toujours  parallèles  au  même  axe  de  l'ellipsoïde.  Si,  dans  le  cas  dont 
il  s'agit,  celui  des  déplacements  «',  «",  «'"  qui  diffère  de  zéro  étant 

désigné  par  «,  les  valeurs  initiales  de  «  et  -^?  savoir  c>(ï)  et  n(ï), 

vérifient  la  condition 

(63)  n(t)  =  i2cT'(t), 

la  formule  (62)  donnera 

(64)  8  =  nT(^+î20. 

Alors  la  valeur  de  a  sera  la  même  pour  les  molécules  situées,  au  bout 
du  temps  t,  à  la  distance  t  du  plan  0'0"0"'  représenté  par  l'équa- 
tion (12),  et  pour  les  molécules  situées  au  bout  du  temps  /  -t-  A^,  à  la 
distance  t  +  Aï.,  la  quantité  At  étant  déterminée  par  la  formule 

(65)  ^^——9.^t. 

Donc  le  mouvement  d'une  molécule  quelconque  m  se  transmettra  im- 
médiatement à  d'autres  molécules  voisines  situées  du  côté  des  t  néga- 
tives, et  la  vitesse  avec  laquelle  le  mouvement  se  propagera  dans  une 

direction  perpendiculaire  au  plan   OO'O",  ou  la  valeur  numérique 

At 
de  -^  fournie  par  l'équation  (20),  sera  précisément  la  constante  posi- 
tive £l.  De  plus,  comme  la  fonction  ny(ï),  déterminée  par  l'équa- 
tion (60),  reprend  la  même  valeur  quand  on  y  fait  croître  ^  de  -^5  il 
est  clair  que  la  fonction  ■é  =  -c5(x.  +  Çit)  reprendra  la  même  valeur 
quand  on  attribuera  l'accroissement  -?  à  la  variable  x,  ou  l'accroisse- 


ment TTs  à  la  variable  t.  Gela  posé,  faisons 
{6.6)  ,         ^=X 


NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES.  213 

et 

Si,  au  bout  du  temps  /,  on  divise  l'espace  en  une  infinité  de  tranches 
par  des  plans  parallèles  les  uns  aux  autres,  et  correspondants  aux  va- 
leurs de  t  qui  reproduisent  des  valeurs  données  de  la  fonction  «  et  de 

sa  dérivée -T->  la  constante  /  représentera  évidemment  Tépaisseur  de 

chaque  tranche,  tandis  que  la  constante  T  représentera  la  durée  des 
oscillations  isochrones,  successivement  exécutées  par  une  molécule. 
Nous  nommerons  ondes  planes  les  tranches  dont  nous  venons  de  parler, 
et,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  ces  ondes  comprises  entre 
des  plans  tracés  de  manière  qu'au  bout  du  temps  t  l'épaisseur  de 
l'une  d'elles  soit  divisée  en  parties  égales  par  le  plan  auquel  appar- 
tient l'équation 

(68)  x  =  -Çit 

ou 

(69)  ax -h  by  +  cz  ■=r  — i2t. 

Alors  on  aura  constamment 

(h 

(70)  8  =  nî(o)         et         -r-=^cT'(o) 


ât 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


(71)  8  =  &o-'^-4- foilî^  +  foS         et         ^  =:A:£^(g,.l,  +  l,o-ilb -MoS) 

pour  tous  les  points  situés  dans  les  plans  qui  diviseront  en  parties 
égales  les  épaisseurs  des  différentes  ondes,  et 

(72)  ^^rn(-),  ^  =  kiluy'(- 


dt  \2 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


i^ 
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pour  les  points  situés  dans  les  surfaces  planes  qui  sépareront  ces 
mêmes  ondes  les  unes  des  autres.  De  plus,  la  vitesse  de  propagation 
d'une  onde  plane,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  la  vitesse  de  dépla- 
cement du  plan  (68)  ou  (69),  mesurée  dans  une  direction  perpendi- 
culaire à  ce  plan,  sera  constante,  en  vertu  de  la  formule  (68),  et 
représentée  par  [ï.  Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  for- 
mules (66),  (67), 

(74)  ,  ^Tz=/ 

ou 

(75)  ^  =  .J» 

il  est  clair  que  la  vitesse  Q  sera  en  raison  directe  des  épaisseurs  des 
ondes  et  en  raison  inverse  des  durées  des  oscillations  moléculaires. 
Enfin  on  tirera  des  équations  (48),  (66),  (67) 

(76)  /t=^. 

(77)  S=:k^=z~, 

et  par  suite  la  formule  (60),  qui  détermine  s  en  fonction  de  k  pour 
une  direction  donnée  au  plan  OO'O",  pourra  servir  encore  à  déter- 
miner T  ou  12  en  fonction  de  /.  Donc  il  existera  généralement  une 
relation  entre  la  vitesse  de  propagation  ù  d'une  onde  plane  et  son 
épaisseur  /. 

Si  la  condition  (63)  était  remplacée  par  la  suivante 

(78)  U{t)=-^v,'it), 

la  formule  (62)  donnerait 

(79)  ^  —  Tn{t  —  ilt). 

Alors  la  valeur  de  «  serait  la  même  pour  les  molécules  situées  au  bout 
du  temps  t  à  la  distance  t,  et  au  bout  du  temps  /  +  A/  à  la  distance 
ï  H-At  du  plan  OO'O",  la  quantité  At.  étant  déterminée  par  l'équation 

(80)  At  =  ^àt. 
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Donc  le  mouvement  d'une  molécule  quelconque  m  se  transmettrait 
immédiatement  à  d'autres  molécules  voisines,  situées  du  côté  des 
t  positives,  et  la  vitesse  avec  laquelle  le  mouvement  se  propagerait 

At 

dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan  00' 0",  ou  la  valeur  de  -^^ 

fournie  par  l'équation  (68),  serait  toujours  la  constante  positive  Cl. 

Dans  ce  cas,  on  pourrait  encore  diviser  l'espace  en  une  infinité  de 
tranches  ou  ondes  planes  égales  de  même  épaisseur,  à  l'aide  des  plans 
parallèles  au   plan  OO'O",  et  correspondants  aux  valeurs  de  t  qui 

reproduisent  les  valeurs  de  «  et  ^  fournies  par  les  équations  (72) 

et  (73).  Alors  aussi  l'épaisseur  de  l'une  des  ondes  serait  divisée  en 
deux  parties  égales  par  le  plan  auquel  appartiendrait  l'équation 

(81)  t=z^t 
ou 

(82)  '  aa;  -h  bf  +-€^  —  0,1, 

et  les  formules  (80)  et  (71)  continueraient  de  subsister  pour  tous  les 
points  situés  dans  les  plans  qui  diviseraient  en  parties  égales  les 
épaisseurs  des  différentes  ondes.  Enfin,  l'épaisseur  /  d'une  onde  plane, 
sa  vitesse  de  propagation  ù  et  la  durée  T  des  oscillations  moléculaires 
vérifieraient  toujours  les  équations  (66),  (67),  qui  entraîneraient 
encore  les  formules  (74)»  (7^)»  (77)- 

Si  les  fonctions  cy(t),  n(t)  ne  vérifiaient  ni  la  condition  (63),  ni  la 
condition  (78),  le  mouvement  ne  cesserait  pas  d'être  déterminé  par 
les  trois  formules  (5i),  (32),  (53),  dont  chacune  est  semblable  à  la 
formule  (62),  et  on  pourrait  le  considérer  comme  produit  par  la 
composition  de  six  mouvements  pareils  à  ceux  que  représentent  les 
équations  (64)  et  (79).  Les  ondes  planes,  correspondantes  aux  six 
mouvements  dont  il  s'agit,  se  propageraient  dans  l'espace  avec  des 
vitesses  deux  à  deux  égales  entre  elles,  mais  dirigées  en  sens  inverses, 
et  représentées  par  Q.',  12",  ù". 

Si,  au  ])remier  instant,  les  déplacements  et  les  vitesses  des  molé- 


^ 
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cules,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  étaient  représen- 
tés par  des  sommes  de  termes  semblables  à  ceux  que  renferment  les 
seconds  membres  des  formules  (26),  (27),  en  sorte  qu'on  eût 

/  lo  = -2(110  cos/rt -f- go  sinÂ't), 

(83)  j  v]o=:2(fo  cosA'tH- l)osinA'i), 

[  Ço— ■2(foCOsAt+tosinA't), 

/  |,  =!;(&,  cosXrt  +  01  sin/ft), 
(8^)  '  <i  Y),  =  I(fi  cos/rt  +  l),sin/:t), 


Çi  =  2(f,  cos At  +  i,  sinÂ-t) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/  |o  —  2[&ocos(i<j^  -h  i>y-+-ivz)  +  9o&in{a.v  -h  Vf  -i-  wz)], 

(85)  j  -^o=-2[fo  cos(«^+ t^j  +  (V5)  4-|)oSin(«^+ (^j-hiv^)], 

l  Co  =2[fo  cos(M.r  -i-vy-h  wz)  +  io  sin(«x  +  (' j  +  <»^-)], 

£1  =2[&i  cos(i/.^  +  <^j  +  wz)  +  gisin(;/^4-  rj  +  tr^)], 

-/]i  =  2;[ei  cos(mj7  +  ('/  +  <i^'-s)  4-  I),  sin(«^+  r/ +  »'^)], 

Cl  =2[fi  cos(«^  +  çy  -hwz)  +  il  sin(?/^+  cj  -f-i^^)]^ 


(86 


la  fonction  t  étant  toujours  déterminée  par  la  formule  (10),  et  le 
signe  2  indiquant  l'addition  de  plusieurs  ou  même  d'une  infinité  de 
termes  correspondants  à  divers  systèmes  de  valeurs  des  constantes  a, 
h,  c,  k  ou  u,  V,  w;  alors,  à  la  place  des  formules  (39),  on  obtiendrait 
les  suivantes 

/    Ç=:2(cil,'»'+JU"8"+Jl,"'8'"), 

(87)  N  =  2(111/8'+  uy'8"+  iiv"8"'), 

(    Ç=:2(G'8'+S"8"+£'"a'"), 

les  valeurs  de  «',  «",  «'"  étant  encore  celles  qui  se  déduisent  des  équa- 
tions (5i),  (52),  (53),  jointes  aux  formules  (46),  (47).  Alors  aussi  le 
mouvement  du  système  pourrait  être  considéré  comme  produit  par  la 
composition  de  plusieurs  ou  même  d'une  infinité  de  mouvements  sem- 
blables à  ceux  que  représentent  les  équations  (64)  et  (76). 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  les  formules  (85),  (86),  (87),  les 
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sommes  indiquées  par  le  signe  S  peuvent  être  composées  de  termes 
très  peu  différents  les  uns  des  autres,  et  se  changer,  par  suite,  en  in- 
tégrales définies.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  remplace 
le  signe  2  par  trois  signes  A  indiquant  une  intégration  triple  effec- 
tuée par  rapport  aux  quantités  //,  v,  w  entre  les  limites  —  ^d,  +  ce. 
Substituons  en  même  temps  aux  coefficients 

/oo\  (    ^'"      *■"'        »'      9o,      l)o>      'o» 

(88) 

(  ^i,     fi,     fi,     Ji,     l)i,     il 

et  aux  fonctions 


(89) 


8o=CIT(i),        «,  =  n(t) 


des  produits  de  la  forme 

^Bodadvdiv,    ^^diid^dw,    SQdudvdw,    <è^dudvdw,    ^.dudvd\v,2.dudvdw, 
(90)      ) 

I  Didudçdw,    lÈidud^'dir,    S^dudvdw,    <èidudvdw,    S^^dadvdw,   ^^diididw 

et 

(  Qdudçdw,     Q'dudvdsv,     %"dudvdw,     %"'dadvdw, 

(9O      i 

(  00  du  dv  dw  =  IIo  (t  )  du  dv  d^v,         ©i  du  dv  div  ~  IIi  (t  )  du  dv  dw. 

Alors,  au  lieu  des  formules  (85),  (8G),  on  obtiendra  les  suivantes 

Uo  =  J      j      J      [^oCOS{uj^-hVf-hwz)-i~(eoS]n{u.T-hvv-i-wz)]dudi-dn; 

I  /""    /"°°    r* 

(92)     ',  ^'o=J       I      J      [^oCOs{uœ-i-vj-^wz)^-£),<in{ua--]-vv-i-ivz.)]dudi'd^v, 

^0  =  J       /       /      [^0  cos{ux  ^  vy  +  wz) -^  3o  &'in{u.r-\- Vf -\-wz)]dudvda; 
^i  —  /       /       /      i^iCOS{u.r  -+-  vy  +  n'z)-\-(ê>iS\n{ua--h  i'f  -hwz)]dudi>div, 

OF.Ufrcs  de  C.  —  S.U,  t.\.  28 
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dans  lesquelles 

Oo,     €o,     £„     60,     £h,     3o;         ^1,     ^i,     -î'..     <^i.     ^h,     3. 

pourront  être  des  fonctions  quelconques  de  u,  v,  w.  De  plus,  les  foi- 
mules  (60),  (61),  (62)  donneront 

(94)     no(t)  =  (lo-Ao  +  €oill>  H-  i^oS)  cosA-t  H-  (éo^A.  +  i5oil^  +  3o3)  sin/rt, 
(9.5)     n,(t)  =  (©iX  +  (Ê,ii!.  -h  4^,3)  cos/.t  +  (6,.l.  +  i^,\)b  +  Ji  3)  sin/>v, 

et  l'on  en  déduira  les  valeurs  de  0',  0",  0'"  eu  attribuant  à  .1,,  ii!>,  3  les 
trois  systèmes  de  valeurs  .1,',  iiî,',  3';  .1.",  Db",  3";  .1/",  iib'",  3'".  Cela 
posé,  les  valeurs  de  \,  "/],  '(»  précédemment  déterminées  par  les  é(| na- 
tions (87),  deviendront 

l—i       f      r    (  X'  0'+  .l>"  0"  +  'X'"  0"'  )  du  dv  da; 
( g^ )  J  r]=  f     f      f    { Mh'W  +  m/' 0"  +  W 0'" )  ^/< rfr d^v, 

^.    K=  f     f      r    (  3'  0'  -t-  3"  0"  -h  3'"  0'")  da  dv  dw. 

On  peut  choisir  les  coefficients 

ÎIo,       Co,       -fo,       <6o,       fjo,       -^O;  ^1,       <c,,       il,        61,       i^i,       3,. 

de  manière  que  les  valeurs  de 

i^0>        ''JO»        Soi  41>        "^IJ        "s" 

fournies  par  les  équations  (92),  (93),  se  réduisent  à  des  fondions 
quelconques  de  x,  y,  z,  savoir  à  ^ 

.  r' 

(98)  \^:=o{x,  y,z),        -/lo— x(^»7.  ^)»         Co='K"f"'/'^)' 

(99)  i^  =  (\>{x,  y,z),         -fi,—  \{x,  y,  z),         :,=  M^^(,r, /,  s). 
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En   oirct,  comme   on  a  généralement,  quelle  que  soit  la  fonction 

(loo)      f{.r,x,z)  =  l-^y  r jV' l' f' f'e''^=^-^''^'^ e'''y-\>-^'^~ e'^'~-''^'^~f{l,ix,^/)dldixchdiidi'div, 

toutes  les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  —  ce,  4-  oc, 
ou,  ce  qui  revient  au  mê^iie, 

i  /(•^,J,-)  =  (^^\^ Jjyffj'to&[u{x  —  l)-^v{y--^}-\-c{z-^i)\f{'k,\i,^*)d\di>.d^nludvdu' 
(loi)    '  —  (—-)    f  ff  ff'fcos(ifX-+-i'f-^t\'z)  C0S(«X-f-(-[JL-(-«'v)/(X,[J.,v)c?À<urZv(:/«rfc'<:/(i' 

_l_  (—Y  f  f  j' f  f  j'  s\n{ux-\-vy^wz)  s\n{u\-hvix-^w^))f{l,ix,'i)d\d\xdvdudvdw, 

il  est  clair  qu'on  fera  coïncider  les  équations  (92),  (gS)  avec  les  for- 
mules (93),  (96),  si  l'on  prend 


^»       ,.: 


fo 


I>i 


i-V  /"|"/"cosO/X-f-t^[Ji-h«'v)  o  l,ix,^i)dldnd^j,      (Bo^l-—)    fJ'J sm{ul-{-i'ix-i-iv^i)  o{\.ix,^/)d'kdu.d^, 
JO'2)  ''  eo=(— )''/7ycos(«X-4-riJL  +  u'v)  y{\,'j..v)dXdixd^t,       C)q=(-^)  yyy  sin(«X-^P,u  +  (»'v)  y(À,[i.v)fAr/,ar/v, 
:=  [— )'^  /"r/'cos(«X-+-f  !JL-}-»'v)  4/(X,;jL,v)<:Af/[Jtrfv,       3o  =  (~;)  f fj  s'm  {ni -h  i>ix-^(v^n  4/(  A,  ,a,v)f/À£/;-i«/v. 

I,  =  /'— yyyycos(HXH-t'iJL  +  «'v)'ï>(À,iJt,v)rfXû?|j.rfv,       ©1=  (^^j  ^JJ  sin(?<X+('[i-+-<»'v;«ï'(X,.u.v)£/X</;at;v, 
(io3)  /  (^1  =  (^-LV J'j'J'cos(ul~i'\x-^iv^j)X{X,ix,^Odldixdj,      i5i  =  f^j  J JJ  siniul  +  vix-+-ii'v)X{l.ix.^)dldixd^j, 
f  i,  =  /'---yyyycos(MX  +  c[Ji-t-»'v)iF(X,[ji,v)o?Xc?fJLC^v,       3,  =  (^^j  J'ffs\n{ul^vp.-^ir^j)W(l.ix.w)dldiidv. 

En  ayant  égard  à  ces  dernières  formules,  on  tirera  des  équations  (94) 
et (95) 

(io4)  ,^^{y)^(±y  l'J'j\x  ©(X,.u,v)-i-'D'o  x(X.!Ji,v)+G  t}^(X,[i,v)]cos(A-i  — MX-cu-u'v)(/Xr/}xr/v. 
(io5)     ni(v)=/— yy^yy\.l,<ï>(X,;ji,v)4-aPoX(X,[ji,v)4-S^(X,|jL,v)]C0S(A-t  — wX  — (-;x-(i'v)rfXrf|arfv 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(107)      ".^0=(^)y/j[.i'l>(X,;a,v)+l)LX(X,.U,v)4-eV(X,,Jt,v)]cOS[«(X-X)-(.(j-[j.)  +  ^ 

Si,  après  avoir  déduit  de  l'équation  (9G),  réunie  aux  équations  (106), 
(107),  les  valeurs  de  0',  0%  0'",  ...,  on  les. substitue  dans  les  for- 
mules (97),  ces  formules  représenteront  les  intégrales  générales  des 
équations  (i5)  ou  (16)  du  §  I,  pourvu  que  les  valeurs  de  s""  détermi- 
nées par  la  formule  (44)  soient  réelles,  et  que,  dans  l'qtat  d'équilibre 
du  système  proposé,  les  masses  m',  m",  m'", . . .  des  diverses  molécules 
soient  deux  à  deux  égales  entre  elles,  et  distribuées  symétriquement 
de  part  et  d'autre  d'une  molécule  quelconque  m  sur  des  droites  me- 
nées par  le  point  avec  lequel  cette  molécule  coïncide. 

Dans  les  formules  (102),  (io3),  et(io4),  (io5),  ou  (jo6),  (107),  les 
intégrations  relatives  aux  variables  X,  [x,  v  doivent  être,  comme  dans 
l'équation  ([oo),  généralement  effectuées  entre  les  limites  — co,  +cc. 

Toutefois,  si  les  valeurs  initiales  des  déplacements  ^,  t],  '(  et  des  vi- 

.  âl    df)    d^       »     .  ,     1-       ,       n 

tesses  ^,  ^,  —,  c  est-a-dire  les  fonctions 

cp(^,  V,  z),     y^{.r,  j,  z),     'J;(j^,  j,  z),         4»(.r,  y,  z),     \{.t,  y,  z),      W{x,  y,  z), 

ne  différaient  de  zéro  que  pour  des  valeurs  de  x,  y,  z  correspondantes 
aux  points  situés  dans  un  certain  espace,  par  exemple  aux  points 
renfermés  entre  deux  surfaces  courbes,  deux  surfaces  cylindriques  et 
deux  surfaces  planes  représentées  par  des  équations  de  la  forme 

('08)  5rzFo(x,j),         z=h\{a;y), 

(•09)  y:=z(,{œ),  _^^f^(_^)^ 


(iio)  x  =  ^r„ 


X  r=l  X 


M 


on  pourrait  évidemment,  dans  les  formules  dont  il  s'agit,  supposer  les 
intégrales  prises  entre  les  limites 

(m)  V=Fo(X,   ra),  Vz--Fi(X,  /Jl), 

(112)  /^=fo(>0,  /^==fi(A), 

(il  3)  X  —^0,  >>  —x^. 
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§  III.   —   Application  des  formules  précédentes  à  la  théorie 

de  la  lumière. 

Supposons  que  le  système  de  molécules,  mentionné  dans  les  deux 
précédents  paragraphes,  soit  le  fluide  éthéré  dont  les  vibrations  pro- 
duisent la  sensation  de  la  lumière.  Pour  déterminer  les  lois  suivant 
lesquelles  de  semblables  vibrations,  d'abord  circonscrites  dans  des 
limites  très  resserrées  autour  d'un  certain  point  0,  se  propageront  à 
travers  ce  fluide,  il  suffit  de  considérer  dans  le  premier  instant  un 
grand  nombre  d'ondes  planes  {voir  la  page  2i3)  qui  se  superposent 
dans  le  voisinage  du  point  0,  et  d'admettre  que,  les  plans  de  ces 
ondes  étant  peu  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  les  vibrations  des  mo- 
lécules sont  assez  petites  pour  rester  insensibles  dans  chaque  onde 
prise  séparément,  mais  deviennent  sensibles  par  la  superposition  in- 
diquée. Le  temps  venant  à  croître,  les  ondes  dont  il  s'agit  viendront 
successivement  se  superposer  en  diff'érents  points  de  l'espace,  et  l'on 
nomme  rayons  lumineux  la  droite  qui  renferme  tous  les  points  de  su- 
perposition. Toutefois,  pour  que  ce  rayon  soit  unique  lorsque  l'élasti- 
cité de  l'éther  n'est  pas  la  même  en  tous  sens,  il  est  nécessaire  que, 
dans  chaque  onde  considérée  isolément,  les  vitesses  et  les  déplace- 
ments des  molécules  soient  parallèles  à  l'un  des  trois  axes  de  l'ellip- 
soïde représenté  par  l'équation  (36)  du  §  II.  Alors  le  rayon  lumineux 
sera  ce  qu'on  appelle  un  rayon  polarisé  parallèlement  à  cet  axe,  et,  si 
l'on  nomme  /  l'épaisseur  d'une  onde  plane,  (i  sa  vitesse  de  propaga- 
tion, T  la  durée  des  oscillations  moléculaires,  on  aura 

(i)  il1  =  l. 

Ajoutons  que,  si  l'on  pose 

,    .  ,       27r        27r 

(3)  5=A-Q=^, 
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les  valeurs  de  -j>  pour  trois  rayons  polarisés  parallèlement  aux  trois 
axes  de  l'ellipsoïde,  seront  précisément  les  carrés  de  ces  trois  demi- 
axes.  Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené 
(lu  point  0  à  une  molécule  voisine  m-,  cl,  ^,  y  les  angles  formés  par  ce 
rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives;  a,  b,  c 
les  cosinus  des  angles  formés  avec  ces  demi-axes  par  une  droite  OP 
perpendiculaire  au  plan  de  l'onde;  §  l'angle  compris  entre  cette  per- 
pendiculaire et  le  rayon  vecteur  r,  on  aura  [voir  l'équation  (i4) 
du  §11] 

(4)  cosô  =:  acosa  4- ^cos(3  +  c  cosy, 
et  que,  en  faisant,  pour  abréger, 

(5)  ka^^u,         /,b--=\-,         kc:=ziv, 
on  tirera  de  l'équation  (4) 

(6)  /i  coso  = // cosa-h  t' cos[3  4- H'cosy. 

Cela  posé,  les  coefficients  J^,  oïL,  x,  a\  ^,  Si,  renfermés  dans  l'équation 
de  l'ellipsoïde  ci-dessus  mentionné,  c'est-à-dire  dans  la  formule 

(  7  )  -!ilx-  -h  Oit y2  -4-  i)b  z-  +  2  O^yz  +  2  ^zx  +  2  .ïH. xy  =  i , 

se  trouveront,  en  vertu  de  l'équation  (6)  jointe  aux  formules  (20), 
(21)  du  §  II,  déterminés  comme  il  suit  : 


(8)       j;=«+,„.' 

oii 

3^- 

(9)              q:=,l-\-. 

^ 

dw  du 

JR.   = 

du  dp' 

les  valeurs  de  t)  et  t?  étant 

(10)  0=rS    '^— — ^     I  — cos[/'(«cosa  +  pcos|3  +  ircosy)]     , 

(11)  V^zirS       •         U(MCOsa+rcos(3  4-(PCOsy)2H ^--^ ^ '-^    j 
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Lorsque,  au  premier  instant,  les  vitesses  et  les  déplacements  des 
molécules  dans  une  onde  plane  sont  effectivement  parallèles  à  l'un 
des  trois  axes  de  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation  (7),  ces  dépla- 
cements et  ces  vitesses  restent  constamment  parallèles  au  même  axe, 
la  lumière  se  trouve  polarisée  parallèlement  à  cet  axe,  et  l'onde  plane 
se  propage  avec  une  vitesse  constante  £2,  sans  jamais  se  subdiviser. 
Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi,  et  l'on  peut  concevoir  une  onde 
plane  dans  laquelle  au  premier  instant  les  vitesses  et  les  déplacements 
des  molécules  cesseraient  d'être  parallèles  à  l'un  des  trois  axes  de 
l'ellipsoïde.  En  effet,  pour  composer  une  onde  de  cette  espèce,  il  suffit 
de  réunir  trois  ondes  planes  tellement  choisies  que,  dans  la  première, 
la  seconde  et  la  troisième,  la  lumière  se  trouve  polarisée  parallèle- 
ment au  premier,  au  second  et  au  troisième  axe  de  l'ellipsoïde,  et 
d'admettre  que,  dans  l'onde  composée,  la  vitesse  ou  le  déplacement 
d'une  molécule  est  représentée  par  la  diagonale  du  parallélépipède 
qui  aurait  pour  côtés  trois  longueurs  propres  à  représenter  cette  vi- 
tesse ou  ce  déplacement  dans  chacune  des  trois  ondes  composantes. 
Alors,  le  temps  venant  à  croître,  l'onde  composée  se  subdivisera  en 
ses  trois  composantes,  qui  se  propageront  à  travers  le  fluide  éthéré 
avec  trois  vitesses  différentes.  Ainsi,  lorsque  l'élasticité  de  l'éther 
n'est  pas  la  même  en  tous  sens,  une  onde  plane,  dans  laquelle  la 
lumière  n'était  point  polarisée,  se  partage  généralement  en  trois 
ondes  planes,  dans  lesquelles  la  lumière  est  polarisée  suivant  trois 
directions  distinctes;  et  par  suite  un  rayon  de  lumière  non  polarisée 
se  partage  en  trois  rayons  de  lumière  polarisée  suivant  les  trois  direc- 
tions dont  il  s'agit. 

Comme,  en  laissant  les  trois  côtés  d'un  parallélépipède  dirigés  pa- 
rallèlement à  trois  axes  donnés,  on  peut  toujours  tracer  ces  côtés  de 
manière  que  la  diagonale  devienne  parallèle  à  une  droite  choisie  arbi- 
trairement, on  doit  conclure  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  que,  dans 
une  onde  plane  de  lumière  non  polarisée,  les  vitesses  et  les  déplace- 
ments des  molécules  peuvent  être  parallèles  à  une  droite  quelconque. 

Les  coefficients  4^,  OlL,  sri,  ^S,  ^,  âi  renfermés  dans  l'équation  (7)  et. 
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par  suite,  les  lois  de  polarisation  de  la  lumière  dans  une  onde  plane 
dépendent,  non  seulement  de  la  constitution  géométrique  du  fluide 
éthéré,  c'est-à-dire  du  mode  suivant  lequel  ses  molécules  se  trouvent 
distribuées  dans  l'espace,  mais  encore  de  l'épaisseur  /de  l'onde  plane 
et  de  sa  direction,  c'est-à-dire  des  cosinus  a,  h,  c  des  angles  formés 
par  la  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  trois  quantités 

H  --  ka,         V  --  /,7>,         tv  =  kc. 

Nous  dirons  que  l'élasticité  du  fluide  éthéré  est  la  même  en  tous 
sens  autour  d'un  point  quelconque  0,  si  la  constitution  de  ce  fluide 
est  telle  que  l'ellipsoïde  (7),  qui  détermine  les  lois  de  polarisation 
d'une  onde  plane  passant  par  ce  point,  conserve  une  forme  invariable, 
tandis  que  l'on  fait  varier  la  direction  du  plan  de  l'onde,  et  si  d'ailleurs 
la  position  de  cet  ellipsoïde  est  uniquement  dépendante  de  la  direc- 
tion de  ce  plan.  Alors,  tandis  que  l'on  fera  tourner  le  plan  de  l'onde 
sur  lui-même,  la  surface  de  l'ellipsoïde  devra  toujours  passer  par  les 
mêmes  points  de  l'espace  et  du  plan.  Donc  cet  ellipsoïde  devra  être  de 
révolution  autour  de  la  droite  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde;  et, 
de  plus,  l'axe  de  révolution  ainsi  que  le  rayon  de  l'équateur,  étant  in- 
dépendants de  la  direction  du  plan  de  l'onde,  demeureront  constants, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  trois  quantités  a,  b,  c. 

Nous  dirons  que  l'élasticité  du  fluide  éthéré  est  la  même  en  tous  sens 
autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  un  axe  donné,  par  exemple 
à  l'axe  des  z,  si  la  forme  de  l'ellipsoïde  (7)  dépend  uniquement  de 
l'angle  compris  entre  le  plan  de  l'onde  et  l'axe  des  z,  et  si  cet  ellip- 
soïde tourne  seulement  autour  de  cet  axe  en  même  temps  que  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  l'onde. 

Cela  posé,  il  sera  facile  d'obtenir  les  conditions  analytiques  propres 
à  exprimer  que  l'élasticité  de  l'éther  est  la  même  en  tous  sens  autour 
d'un  point  quelconque,  ou  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à 
l'axe  des  z.  On  y  parviendra  eff'ectivement  h  l'aide  des  considérations 
suivantes. 
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Oiitr(!  \i\  systôinc  des  trois  axes  (îoordonnés  des  x,  y,  z,  (îonsidéroiis 
un  second  syst«!me  d'axes  rectangulaires  des  x,,  y,,  z,  qui  parlent  de 
la  même  origine  0  que  les  trois  premiers.  Supposons  d'ailleurs  que 
les  axes  des  x,,  y,,  z,,  après  avoir  d'abord  coïncidé  avec  les  axes  des 
x,  y,  z,  s'en  séparent  et  entraînent  d;iMs  leur  inouvement  ïc,  plan  de 
l'onde  et  la  droite  perpendiculaire  à  ce  plan,  cfi  sorte  ((ue  cette  droite 
passe  de  la  position  OP  à  une;  nouvelle  position  OQ,  l'épaisseur  /  de 
l'onde  restant  invariable.  Le  rayon  vecteur  r,  dont  la  direction  n'aura 
pas  changé,  formera  :  i"  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  positives  les 
angles  a,  [4,  y,  et  avec  les  demi-axes  des  x,,  y,,  z,  posi'tives  d'autres 
angles  a,,  p,,  y,;  a**  avec  les  droites  OP  et  OQ  des  angles  o,  o,,  déter- 
minés par  l'équation  (4)  et  par  la  suivante 

(12)  C0S(5i==  a  cosa,  -+-  6(;os^,-4-  ccosy,, 

de  laijuellc^  on  tirera,  en  ayant  égard  aux  équations  (j), 

(i3)  /.coscJ,  =  Il  cosa,  4-  <-  cosjS,  4-  u'cosy,. 

Soient  maintenant 

r„     .m„     0L„     %,     ^„     .^„     l')„     M>, 

ce  que  devi(!nnent  les  quantités 

j;,      D\i,      X,      (S,      5,     -'(l,      D,     V, 

déterminées  par  les  équations  (8),  (9;,  (10),  (r  r),  quand  ou  remplace 
a,  ^,  Y  par  a,,  fJ,,  y,,  en  sorte  qu'on  ait 

(i4)      t.-'^^+-^'        ^«^.-^i^-^^Tr'        •^^'-^^^•-^-^' 

^'•'^    ^'-^7^'  ^•-j;;^^'  '^'-^tif;;' 

les  valeurs  d(!  V),,  'v^',  étant 
(i6j     t),=  s|  ^^— I — ^    I  —  cos[/-(acosa,-f-  ^'cos|3J^-  fvcosy,)]    |, 
(17)     V^,  — S  — ^^-— ^U(«cosai+t'COs3,4-«»'COsy,)'H ^ ! >^'^"  ^"»/in 

O/itti-rcaf/eC.— s.  U,  t.  X.  29 
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Les  deux  ellipsoïdes  qui  détermineront  les  lois  de  la  polarisation  pour 
les  ondes  planes  perpendiculaires  aux  deux  droites  OP,  OQ  seront 
représentés,  le  premier  par  l'équation  (7),  le  second  par  la  suivante  : 

De  plus,  le  second  ellipsoïde  sera  pareil  au  premier  et  placé  à  l'égard 
des  axes  coordonnés  des  x,,  y,,  z,  comme  le  premier  l'est  à  l'égard 
des  axes  coordonnés  des  x,  y,  z,  si  l'on  a 

(19)  _  4:_i  =  C»         Dïi^^DXi,         OL,  =  dL, 

(20)  ^l",  ='^,  'Ir    =^,  Sii=Si. 

Enfin,  ces  dernières  conditions,  si  elles  doivent  être  vérifiées  quels 
que  soient  w,  v,  w,  pourront  être  remplacées  par  les  deux  suivantes  : 

(21)  13,=:0,  <),—V. 

Effectivement,  il  suit  des  équations  (8),  (9),  (14)  et  (i5)  que  les  con- 
ditions (19)  et  (20)  peuvent  être  présentées  sous  la  forme 

,.)    ..^o^'^lil^^o,     „.^„^^i(^.:^)=o,     «.-o.!?!<^=o. 

Or  les  formules  (22),  (23)  seront  évidemment  vérifiées,  si  l'on  a  pour 
des  valeurs  quelconques  de  u,  v,  w 

Réciproquement,  si  les  conditions  (22)  et  (23)  subsistent  pour  des 
valeurs  quelconques  de  u,  v,  w,  alors,  en  vertu  des  conditions  (23), 
les  trois  quantités 

,    ,,  d{^,--Q)  d{V,~'Q)  d{<?,--^ 

(^^)  - — dV"'  ÔT^       '        "      dw^'     ' 

et,  par  suite,  les  trois  quantités 

/  K^  '^'(^'^.jz::^)        ^('Vz-^]        d^<,\-v) 
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seront  seulement  fonctions,  la  première  de  u,  la  seconde  de  v,  la  troi- 
sième de  w.  Donc  ces  trois  quantités  ne  pourront,  comme  l'exigent 
les  conditions  (22),  acquérir  une  valeur  commune  tD  —  o,,  qu'autant 
que  cette  valeur  commune  sera  une  quantité  constante,  c'est-à-dire 
indépendante  des  trois  variables  u,  v,  w.  D'ailleurs,  lorsqu'on  pose 
k  =  o,  et,  par  suite,  11  =  o,  v  =  o,  w  =  0,  on  tire  des  équations  ([o) 
ct(iG) 

X5  =  o,         't),  =  o,  O  — t)i  =  o. 

Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  on  aura  généralement 

o  —  Oi  =  o 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(26)  t)i  =  XD, 

et  les  conditions  (22)  se  réduiront  h 

,     ,        d'-{'^^-V)  d^{,'^,--<>)  dH-<\--<>)       ^ 

De  ces  dernières,  jointes  aux  conditions  (23),  on  conclura  que  les 
quantités  (24)  se  réduisent  à  des  constantes;  et,  comme,  en  vertu  des 
formules  (11),  (17)»  les  expressions 


d-^ 

dx> 

d-^ 

â<\ 

à-<\ 

à-<\ 

du' 

ci.' 

dsv' 

du 

à.' 

âa' 

s'évanouiront  pour  des  valeurs  nulles  de  u,  v,  w,  il  est  clair  qu'on  aura 
généralement 


Donc  la  différence 


t?,  —  t? 


se  réduira  elle-même  à  une  constante  qui  sera  encore  nulle,  attendu 
que  t?,  et  <)  s'évanouissent  en  même  temps  que  les  trois  variables 
u,  K\  w.  On  aura  donc  encore,  dans  l'hypothèse  admise, 

(29)  ^1  =  ^, 
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et  les  formules  (21),  ou  (26)  et  (29),  seront  alors  une  conséquence 
nécessaire  des  conditions  (22)  et  (23). 

Pour  que  l'élasticité  de  l'éther  puisse  être  censée  rester  la  même  en 
tous  sens  autour  d'un  point  quelconque,  il  est  nécessaire  et  il  suffît 
évidemment  que,  des  deux  ellipsoïdes  représentés  par  les  équa- 
tions (7),  (18),  le  second  soit  toujours  pareil  au  premier  et  placé 
à  l'égard  des  axes  des  x,,  y,,  z,  comme  le  premier  l'est  à  l'égard  des 
axes  des  x,  y,  z;  par  conséquent  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les 
conditions  (21)  soient  toujours  vérifiées,  c'est-à-dire  que  ces  condi- 
tions subsistent  quelles  que  soient  les  valeurs  de  u,  v,  w  et  quel  que 
soit  le  nouveau  système  d'axes  rectangulaires  des  x, ,  y, ,  z, . 

Si  l'on  demande  les  conditions  nécessaires  pour  que  l'élasticité  de 
l'éther  puisse  être  censée  rester  la  même  en  tous  sens  autour  d'un 
axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z,  ces  conditions  ne  cesseront 
pas  d'être  exprimées  par  les  formules  (21),  qui  devront  subsister 
encore,  indépendamment  des  valeurs  attribuées  à  m,  ç,  w^  non  plus 
quels  que  soient  les  nouveaux  axes  des  x^,  y,,  z,,  mais  seulement 
quels  que  soient  les  nouveaux  axes  des  x,  et  y,,  l'axe  des  z,  étant 
superposé  à  l'axe  des  z. 

11  nous  reste  à  développer  les  conditions  (21)  et  à  montrer  les 
diverses  formules  qui  s'en  déduisent. 

Observons  d'abord  que,  en  vertu  des  équations  (10),  (11),  (16), 
(17),  jointes  aux  formules  (4)  et  (i3),  les  conditions  (21)  peuvent 
s'écrire  comme  il  suit  : 

(3o)      s|  ^^^-^[J  -  cos(A'/'cos5,)]  j  =  SJ  --^^  [i  -  cos(A7-  cosa)]|, 
('30  '-  J 


_  g  (  m  /(  /• 


i/c^côs^a+^^^^^^^-^^^]j. 


Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'élasticité  de 
l'éther  puisse  être  censée  rester  la  même  en  tous  sens  autour  d'un 
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point  quelconque  ou  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe 
(les  -  se  réduisent  à  ce  que  les  deux  quantités 

(32)  1D  =  S  -— ^^— '[i  — cos(A-/'Coso)]j, 

^(  ;n /(/■)  fi  ,,        ,^       cos(Arcosô)l) 
(  33  )  \'>  =  S  j  — -^-^-^  y,  k^  cos^  0  4-  — ^-^, J  j 

ne  changent  pas  de  valeur  quand  on  y  remplace  l'angle  o  compris 
entre  le  rayon  vecteur  r  et  la  droite  OP  par  l'angle  ù^  compris  entre 
le  rayon  vecteur  r  et  la  droite  OQ;  les  droites  OP,  OQ  pouvant  être 
choisies  arbitrairement  dans  le  premier  cas,  et  étant  assujetties  dans 
le  second  à  la  seule  condition  de  former  toutes  deux  le  même  angle 
avec  l'axe  des  z.  Observons  encore  :  i°  que,  en  vertu  des  équa- 
tions (5),  w,  Vy  w  représentent  évidemment  les  coordonnées  d'un 
point  P  situé  sur  la  droite  OP  à  la  distance  k  du  point  0  et  vérifient 
la  condition 

(34)  k^  =  u^ -\- ^^  +  w\ 

de  laquelle  on  tire 


(35)  k-=\lu'^^v-'^^v'^; 

2*^  que  si  l'on  nomme  u,  v,  w  les  coordonnées  d'un  point  Q  situé  sur 
la  droite  OQ  à  la  distance  k  du  point  0,  il  suffira  de  substituer  la 
droite  OQ  à  la  droite  OP  pour  déduire  des  formules  (6)  et  (35)  les 
deux  suivantes 

(36)  k  cosèi^=  «,  cosa  4-  i'i  C0s|3  +  (»',  cosy, 
(3;)  k-^^^uf^i'C^r^i, 

dans  lesquelles  on  devra  remplacer  w,  par  w,  si  les  droites  OP,  OQ 
forment  le  même  angle  avec  l'axe  des  z.  Cela  posé,  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'élasticité  de  l'éther  puisse  être 
censée  rester  la  même  en  tous  sens  autour  d'un  point  quelconque  ou 
bien  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  s,  c'est-à-dire 


(38)     < 


(39) 
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les  conditions  (3o)  et  (3i)  pourront  s'écrire  comme  il  suit 

I  —  cos  [/•(«,  ces  a-h  i'i  ces [3  +  «^'icosy)] 
I  —  cos[r{u  cosa  -!-  i^  cosj3  +  w  cosy)]    >, 

|-(«i  cosa  4-  ('iCOSi3  -f-  WiCOSy)--] *- ^ ^1- Lz     '  >\ 

1/                ,             o                   N-)      cosrr(«  cosa-+-r  ces  fi  H- (ï^  casv)]"! 
{lyii  cosa+  ('  cosjS  4-  w  cosy )^ H — ^^ ^ ^~LjL2iz1L1A 


i-^sS-— ^--^ 


/«/(/•) 


_ci'«/(0 


les  quantités  variables  m,,  v^,  w^  se  trouvant  liées  avec  les  quantités  //, 
.  (',  w  par  l'équation 

(4o)  iiX  +  vX  +  wl^ii^-^  v'^^w"-, 

qui,  dans  le  second  cas  seulement,  se  partage  en  deux  autres,  savoir 

On  vérifie  la  formule  (4o)  en  supposant 

(42)  <'l=0,  W^i  =  0,  «1  =  ±  V'  lû-  4-  P^  +  MP»'^  =  ±  k. 

En  vertu  de  cette  supposition,  les  formules  (38)  et  (39)  deviennent 

/  ^  (m  f(r)  r  r     .  «  1) 

1  ^  ,  — ._ —     I  _  ces [r(«  cosa  4-  v  cosp  4-  «•cosy)]    [ 

—^  [l  —  C0S(A7'C0Sa)]    , 


(43) 


=  s. 


(44) 


^\m±{r)^  ri(«cosa  +  .cosp  +a.cosy)^  H-  ro^[^(^  cos«  +  pcos(3  4-^vcosy)]-|  j 
(       r        L  r"^  \\ 

Ar>i  f{r)\                        cos(A-/-cosa)l  / 
=  S    — ^-^ —    \  A 2  cos^a  H '-    \. 


Réciproquement,  si  ces  dernières  subsistent,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  w,  Vy  w,  leurs  premiers  membres  ne  seront  point  altérés 
quand  on  y  remplacera  les  quantités  w,  p,  w  par  d'autres  quantités  «,, 
v^,  w^  propres  à  vérifier  l'équation 

af  +  rj  4- «v^  =  A-2  -  «2  _!_  ,;2  _^  „,2_ 


^^°v,l"i 
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Donc  les  équations  (4^),  (44)»  déduites  des  formules  (38),  (^9), 
entraineront  à  leur  tour  ces  formules  auxquelles  on  pourra  les  sub- 
stituer sans  inconvénient.  D'autre  part,  comme  on  aura  générale- 
ment 

cos[r(M  cosa  +  r  cos[3  4- wcosy)] 

■=  I (u  cosa  +  i'  cosS  H-  tvcosv)^ 

1.2  '  ' 

r* 

H TT-^iu  cosa  +  V  ces  S  H-  (vcosy)* 

1 .2.3.4 


,.2  j,; 

co?,(kr  cosa)  =  i /c^  cos^a  +  r;— 7  ^"*  cos*a  —  . 

1.2  1.2.3.4 

=  I (  u^  -\-  v^-+-  w^  )  ces'  a 

1.2 

-T  (  M-  +  t^^  -h  w^  y  cos*  a  — .  .  .  : 


1.2.3.4 

il  suffira  d'égaler  entre  eux  les  termes  qui,  dans  les  deux  membres 
des  équations  (43)  et  (44)»  représenteront  des  fonctions  homogènes 
de  u,  ç»,  w  du  degré  2/1  pour  obtenir  les  formules 

(45)  S[m/-2''-'  f(r)(MCOsa-l-PCOs;3  4-(t^cosy)2«]  =  A'»«S[m/-2«-*  f(r)cos''"a] 
et 

(46)  S [/«/•="-'/(/•)  (f<cosa  +  i'cos(3  4-  (f  cosy)-'*]  =  Xr^"  'è[mr^''-^f{r)  cos^^a], 

dont  la  première  devra  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  du 
nombre  entier  w,  et  la  seconde  à  toutes  les  valeurs  de  n  qui  surpassent 
l'unité.  Enfin,  comme  les  deux  expressions 

(«cosa -f- ccos[3  +  npcosy)-",     k^"{u^  -\-  ç^'-h  w-y, 
étant  développées,  fournissent,  la  première  des  termes  de  la  forme 

I   .2.3.    .    ,2/1  ^  •>  _ 

(I  .2.  .  .A)  (l  .2.  .  .fJL)  (i  ,2. .  .v)  ^  ' 

dans  lesquels  les  exposants  X,  [jl,  v,  liés  entre  eux  par  l'équation 
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peuvent  être  pairs  ou  impairs,  et  la  seconde  des  termes  de  la  forme 

I  .  2  . 3 . . .  n 


i.....^)(x.2...^)(i.2...^ 


u'i'^W'' 


2  . 4 .  6  .  .  .  2  /«  , 


(2.4...>0(24...p-)(2.4...v; 


I.3..  .(A  — i).i.3. .  .(f/- i).i.3...(v  — i)  1.2.3. ..2n  . 

1.3.5.  ..(2n  —  I)  (i  .2. .  .  À)  (i  .2. . .  p.)  (i  .2.  .  .y)  ' 

dans  lesquels  les  exposants  X,  [x,  v  sont  toujours  pairs;  comme  d'ail- 
leurs les  formules  (4^)  et  (46)  doivent  subsister  indépendamment 
des  valeurs  attribuées  'à  u,  v,  w  et  offrir  chacune  dans  le  premier  et 
dans  le  second  membre  les  mêmes  puissances  de  u,  ç,  w  multipliées 
par  les  mêmes  coefficients,  on  tirera  de  ces  formules  :  i"  pour  des 
valeurs  impaires  de  \,  de  \k  ou  de  v, 

(48)  S[wr2''-'  f(/-)cos^acos!^;3cos^>']  =  o 

et 

(49)  S[/«/-2"-V('")cos'^acosi^;3cos''y]  =  o; 

2**  pour  des  valeurs  paires  de  X,  [j.  et  v 

(5o)    S rm/-2"-i  f(,.)  cos^a cosi^|3  cos^'y]  =  ''  •••(   — O-'-   ..-(f^-i).!-  •■■^''-')^j^„i,.in-i  f(,.)  c^s"^" a] 

^'L  '  I.O.O...(2/i  —  l)  "■  '  -^ 

et 

(5i)    è\mr^"-'f{r)  cos>«cosS^|3  cos''y]=  ^ (  ^-O-i-^^  •••(f^ -i).i.  -"^^^-^^  8[/n/-^"-V(/-)  cos-^"5{], 

"-       '         L  ^\    '  1  I  ■>  l.  6.0...  {2/1  —  l)  ./\/  J' 

le  nombre  n,  dont  le  double  équivaut  à  la  somme  X  +  u.  +  v,  pouvant 
être  quelconque  dans  les  équations  (4^).  (^o),  mais  devant  surpasser 
l'unité  dans  les  équations  (49)»  (5i).  Ainsi,  en  particulier,  on  con- 
clura des  formules  (48),  (5o),  en  posant  tî  =  r, 

S[m/-  f(/-)  cos|3  cosy]  =  S[m/'  f(r)  cosy  cosa]  =  S[m/-  f(;-)  cosa  C0Sj3]  =  o, 
S[w/- f(/-)  cos-a]         ==  S[w«/- f(/')  cos-(3]  =  S[w/' f(/-)  cos^y]; 
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et  des  formules  Cif)),  (  Ji)»  ^"  posant  n  =  2, 
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'  S[/«/-/(r)  cos  Pcos'y]—    S [//?/•/(/•)  cos  ycos'a]=    S[m/-/(/-)  cos  acos'S] 
S[m/-/(/-)  cos^P  cos  7]=    &[/?//•/(/•)  cos^  y  cos  a]  =    S[w/-/(/-)  cos'acos  S]r=o, 

^['"'■/('■)  cos^[3  cos^y]  =    S[/?</-/(/')  cos^y  cos-a]  =    ^[mr  f{r)  cos-a  cos*[3] 
|S[/«/-/(/-)cos'*5:]  =i|S[m/-/(/-)cos*[3]  =  ^?>[mr /{/■)  coi'y]. 

Ajoutons  que  des  formules  (48),  (49)»  (^^0'  (^0  ^"  P^"^  remonter 
immédiatement  aux  formules  (40»  (4^^)»  P^ï*  conséquent  aux  for- 
mules (43),  (44)»  ainsi  qu'aux  formules  (38),  (39).  Donc,  en  défi- 
nitive, les  formules  (4^),  (49).  (5o)  et  (5i),  étendues  à  toutes  les 
valeurs  positives  du  nombre  entier  n,  ou  du  moins,  s'il  s'agit  des  for- 
mules (49)  et  (5i),  aux  valeurs  entières  de  n  qui  surpassent  l'unité, 
expriment  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'élasti- 
cité de  l'éther  puisse  être  censée  rester  la  même  en  tous  sens  autour 
d'un  point  quelconque. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  on  tire  des  équations  (10^ 
et  (1 1)  jointes  aux  formules  (43)  et  (44) 


(52) 

(53) 


T)  =  S I  ^^^^  [i  -  cos(  A-/- cosa)]  j, 


1:^ 


'nfir) 


^/{'^  cos^a  -f- 


('Os(Avcosa) 


D'autre  part,  si,  après  avoir  fait,  pour  abréger, 

w'  -+-  i^'  -t-  «•' 


(54) 

on  désigne  par 

(55) 


K  =  lk^^ 


V. 


les  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  de  \''  considéré  comme 
fonction  de  K,  on  trouvera 


âK 

du 


=  II, 


dv 


d^ 
dsv 


OKuvrcs  de  C.  —  S.  II,  t.  X. 


3o 
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et,  par  suite, 

du  di^  dw  ' 

()-<)  f)^<>  d^'Q 

du^  dv^  aw- 


dvdw  '  dw  du  dudv 

En  conséquence,  les  formules  (8),  (9)  donneront 

(56)        41  =  X3  4-'C>'+«H'^",         0rt  =  O  +  \'^'+(^2^",         a)T,  =  t)  +  \')'+ PvH'>", 

(67)     te  =  p(v\')",  ^  z^wu^y,  si=uv'*o", 

et  l'équation  (7),  c'est-à-dire  l'équation  de  l'ellipsoïde  qui  détermine 
les  lois  de  la  polarisation,  deviendra 

(58)  '^"(«x  +  <'y +  (^z)2  +  (t)4-\'^')(x2  +  y2  +  z2)  =  i. 

Pour  reconnaître  plus  aisément  la  forme  de  cet  ellipsoïde,  concevons 
que  l'on  fasse  coïncider  l'axe  des  z  avec  la  droite  OP  perpendiculaire 
au  plan  de  l'onde.  Comme  on  aura  dans  cette  hypothèse 

U  =  O,  V  =z  O, 

la  formule  (34)  donnera 

w  =  ±  k, 

et  la  formule  (58)  sera  réduite  à 

(59)  A:H^"z'-+  (10  +  V)  (x2  +  y-+  z^)  =  i. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  (page  229),  les  valeurs 
de  XD,  \'>,  et  par  suite  celles  de  \'^',  'Ç",  ne  varieront  pas  dans  le  pas- 
sage de  l'équation  (58)  à  l'équation  (59).  Maintenant,  il  est  clair  que 
l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation  (59)  sera  de  révolution  autour 
de  l'axe  des  z  et  que,  dans  cet  ellipsoïde,  le  carré  du  rayon  de  l'équa- 
teur  sera  égal  au  rapport 


(60) 


v-i-'Ç'' 
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le  carré  du  demi-axe  de  révolution  étant 

(6i) 


l')4-\'''+  /cH'^" 


Au  reste,  la  discussion  de  l'équation  (58)  conduirait  immédiatement 
aux  mêmes  conclusions.  Ainsi,  comme  nous  l'avions  prévu  (page  224), 
lorsque  l'élasticité  de  l'éther  est  la  même  en  tous  sens  autour  d'un 
point  quelconque,  rdlipsoïde  qui  détermine  les  lois  de  polarisation 
d'une  onde  plane  est  de  révolution  autour  de  la  droite  perpendicu- 
laire au  plan  de  l'onde;  et  dans  cet  ellipsoïde  l'axe  de  révolution  et 
le  rayon  de  l'équateur  ne  dépendent  pas  des  quantités  a,  h,  c,  mais 
seulement  de  la  quantité  k  renfermée  dans  les  valeurs  de  t),  <>  que 
fournissent  les  équations  (02)  et  (53).  Ajoutons  :  1°  que  les  for- 
mules (53)  et  (55)  jointes  à  l'équation  (54)  donneront 


(6.)     <''  =  |^=       gjm/(r)cos'a.r   _sin(A; 
^  A-  ok  {  r  |_  kr  > 


rcosa)" 


cosot 


,a-3^     H^vi       I  ^^  r        m/  /•)cos2a  rsin(Xrcosa 

(63)     V  =  T  -rr  =  t^S-,  — =^-^^ — —  cos(A-r cosa) 

^      '  k    ôk         k-     {  r  L      krcoso^ 

1°  qu'en  développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  k  les  der- 
niers membres  des  formules  (52),  (62)  et  (63)  on  en  tirera 

(64)  t)=    i^.^rnrUjl^^^   _     j^,.  ^rurUi^^^  ^     ^^^  ^mr- nr)co,^cc   _ 

1.2  1.2.3.4  1 .2.3.4. J. 6 

(65)  k-<>'=     f,.^"^rfir)cos'^cc_     ^,gmr3/(;-)cos^a_^     ^.e  g /n^^AO^  _ 

1.2.3  1.2.3.4.0  I . 2 . 3 . 4 . o . 6 . - 

(66)  k'-<>"=2k'- S ""'-^^'^ f ^'"  - 4A-- S ^^•V(^);^f  ^  +  6/^e S ^'^V(;) c^-  _ 

1.2.3  1.2.3.4.5  1.2.3.4.3.6.7 

Chacune  des  séries  comprises  dans  les  trois  formules  qui  précèdent 
offre,  pour  coefficients  des  puissances  paires  et  ascendantes  de  X-,  des 
sommes  dans  lesquelles  la  fonction  f(r)  ou/(r)  se  trouve  successi- 
vement multipliée  par 

D'ailleurs  l'action  moléculaire,  par  conséquent  les  fonctions  f(/), 
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/('')'  "t'  conservent  de  valeurs  sensibles  que  pour  de  très  petites 
valeurs  de  r;  et,  comme,  d'autre  part,  r  étant  une  quantité  très  petite 
du  premier  ordre,  r\  r\  . . .  seront  des  quantités  très  petites  du  troi- 
sième, du  cinquième  ordre,  ...,  il  est  clair  que,  dans  les  séries  en 
question,  les  coefficients  des  puissances  successives  de  k  doivent 
décroître  très  rapidement.  Si  l'on  réduit  ces  mêmes  séries  à  leurs 
premiers  termes,  on  obtiendra  seulement  des  valeurs  approchées  de 

et  alors,  en  faisant,  pour  abréger, 

,.„.                     ç^mr(ir)cos^cc  __              ^  mr  f{r)  c.os^ y. 
(^Oyj  r». -— _  1,  ^ : =  H, 

on  trouvera 

(68)  V  =  kn,         \'^'  =  /c2R,         k-V"=2k'-R. 

En  vertu  des  formules  (5)  et  (68),  les  équations  (56)  et  (07)  se 
réduisent  à 

(69)  -C  =  (2Ra^4-Il  +  l)/cS         D]1  =  {2l{b-'-^R-^l)k\         X—(2Rcî+R +  !)/,% 

(70)  ^J?==    2nbck\  ^    z=    2RcaA-2  ^^    2Rabk\ 

On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (5o)  et  (5i)  jointes  aux 
équations  (67), 

,     .        j  _gmA-f(/-)cos^a  __gm/-f(/')cos''(3  _  ^  m/- f(/-)  cos^y 


1 .2 


\  1.2.3  1.2.3  ^  j.2.3 

(72)   < 

i       __  g  ^/•/(/•)cos^(3cos-y  __g  w/-/(r)cos'ycos''a  _     mr/(/-)  cos^a  cos^3 

et  par  conséquent  les  coefficients,  représentés  ici  par  les  lettres  I  et  R, 
ne  diff'éreront  pas  de  ceux  que  déterminent  les  formules  (37),  (39) 
de  la  page  199  du  IIP  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques  ('). 

.       (»)  OEmres  de  Cauchj,  S.  H,  T.  VIII,  p.  238. 
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(]ela  posé,  il  suffira  évidemment  de  diviser  par  k-  les  valeurs  précé- 
dentes de 

SI,     dK,     X,     (S,     %     S^ 

pour  obtenir,  comme  on  devait  s'y  attendre,  celles  que  fournissent  les 
équations  (4  j)»  (4^)  de  la  page  27  du  V^  Volume  ('). 

Si  nous  désignons,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus  (§  II),  par 
s' ,  s",  s'"  les  trois  valeurs  de  s  correspondantes  aux  trois  rayons  pola- 
risés dans  lesquels  se  divise  généralement  un  rayon  quelconque. 


seront  les  carrés  des  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  qui  détermine  les 
lois  de  la  polarisation.  Donc,  lorsque  cet  ellipsoïde,  étant  de  révolu- 
tion, se  trouve  représenté  par  l'équation  (58),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  l'équation  (39),  deux  des  rapports  (73)  sont  égaux  à  l'ex- 
pression (60),  et  le  troisième  à  l'expression  (61),  en  sorte  qu'on  peul 
prendre 


■  -  ''. 


(75)  •  s"'^—\3  +  V'+k'-V'. 

Alors  aussi,  en  vertu  des  équations  (3),  (74)  et  (70),  les  trois  quan- 
tités 

c'est-à-dire  les  trois  vitesses  de  propagation  des  trois  ondes  planes 
dans  lesquelles  se  divise  généralement  une  onde  primitive  de  lumière 
non  polarisée,  se  réduisent  à  celles  que  déterminent  les  formules 

(76)  Çl'i^Q:n^'^2j±^^ 

K' 

X)  -{-  X>' 

(77)  ^"''=-^-  +V". 

Par  suite,  des  trois  ondes  planes  dont  il  s'agit,  les  deux  premières,  se 
propageant  avec  la  même  vitesse,  se  superposeront  de  manière  à  n'en 
plus  former  qu'une  seule,  dans  laquelle  la  lumière  sera  polarisée 

(>)  OEuvres  de  Caiic/iy,  S.  IL  T.  IX,  p.  3(j(). 
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parallèlement  au  plan  de  l'équateur  de  l'ellipsoïde  représenté  par 
l'équation  (58),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  parallèlement  au  plan  de 
l'onde  primitive,  tandis  que,  dans  la  troisième,  la  lumière  sera  pola- 
risée perpendiculairement  à  ce  plan.  Cela  posé,  la  troisième  onde  dis- 
paraîtra si  les  déplacements  et  les  vitesses  des  molécules  éthérées 
dans  le  premier  instant  sont  parallèles  au  plan  de  l'onde  lumineuse, 
et  alors  il  n'y  aura  plus  de  polarisation.  Au  reste,  pour  que  la  polari- 
sation de  la  lumière  devienne  tout  à  fait  insensible  dans  les  milieux 
dont  l'élasticité  est  la  même  en  tous  sens,  il  n'est  pas  absolument 
nécessaire  que  la  troisième  onde  disparaisse,  et  il  suffît,  comme  un 
jeune  géomètre,  M.  Blanchet,  en  a  fait  la  remarque,  que  le  rayon  cor- 
respondant à  cette  troisième  onde  soit  du  nombre  de  ceux  qui  échap- 
pent au  sens  de  la  vue.  On  conçoit,  en  effet,  que,  en  raison  de  la  trop 
grande  ou  trop  courte  durée  des  oscillations  de  l'éther,  l'œil  peut 
cesser  de  percevoir  certains  rayons,  de  même  que,  en  raison  de  la  trop 
grande  ou  trop  courte  durée  des  oscillations  des  molécules  aériennes, 
l'oreille  cesse  de  percevoir  des  sons  trop  graves  ou  trop  aigus,  et  l'on 
pourrait  encore  supposer  l'œil  organisé  de  manière  à  p,ercevoir  les  vi- 
brations des  molécules  éthérées  quand  elles  sont  dirigées  dans  les 
plans  des  ondes  lumineuses,  mais  non  lorsqu'elles  deviennent  per- 
pendiculaires à  ces  mêmes  plans.  Quoi  qu'il  en  soit,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  troisième  onde,  désignant  par  T  la  durée  des  oscillations 
des  molécules  éthérées,  et  posant  [voir  la  formule  (3)] 

271 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (74)» 

(78)  S^Z=Lt)-hV', 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (02)  et  (62), 


(79) 


S^-zzz  S   —^  \i  —  cos(A7-cosa)l 


,"^/( 


/•)cos-ar        sin(A'/-cosa)"j) 
/•  L  Avcosa     ]y 
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ou  bien  encore,  eu  égard  aux  formules  (G4)  et  (65), 


I , 

,2 

mr^ 

cos*a 

l  .2 

.3.4 

mr' 

'  cos^a 

.  (8o)  <      -A-Sj  ^^  3^^        [f('-) +  !/('■)  cos^ajj 

Telle  est  l'équation  qui,  dans  un  milieu  dont  l'élasticité  reste  la  même 
en  tous  sens,  lie  entre  elles  les  deux  quantités 

27r  ,  27T 

5z=—         et         ^—f 

par  conséquent  les  deux  quantités  T  et  /,  c'est-à-dire  la  durée  des 
oscillations  moléculaires  du  fluide  éthéré  et  l'épaisseur  d'une  onde 
plane. 

Lorsque,  dans  les  équations  (74),  (73),  (7G),  (77),  on  substitue 
à  t),  V'y  <?"  leurs  valeurs  approchées  tirées  des  formules  (G8),  on 
trouve 

(8i)  s"'  =s"^=k^{^  +  \), 

(82)  s'"^  =k^{?,K  +  l), 

(83)  i2'2r=<^"ïr=R  +  ],      • 

(84)  i^'"2=3R  +  I. 

Il  suit  des  deux  dernières  que,  dans  un  milieu  dont  l'élasticité  reste 
la  môme  en  tous  sens,  les  vitesses  de  propagation  des  ondes  planes 
correspondantes  au  rayon  visible  et  au  rayon  invisible  ont  respective- 
ment pour  valeurs  approchées 

(85)  (H  +  I)^     et     (3R4-I)S 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  obtenus  dans  le  V*  Volume  des 
Exercices  (page  4i)  (*)• 

Passons  maintenant  au  cas  où  l'élasticité  de  l'éther  reste  la  même 

(»)  OEuvres  de  Cauchf,  S.  II,  T.  IX,  p.  416. 
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en  tous  sens,  non  plus  autour  d'un  point  quelconque,  mais  seulement 
autour  (l'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z.  Alors  les  condi- 
tions (38),  (39)  devront  être  remplies  seulement  pour  les  valeurs  de 
//,,  r,,  iT-,  propres  à  vérifier  les  formules  (4i)*  t)'ajlleurs  on  vérifiera 
ces  formules  en  supposant 


(86) 


<'i=o,         (r,  =  «', 


V^<2+  v-—±\/k^  —  a'^; 


(S;) 


et,  en  vertu  de  cette  supposition,  les  conditions  (38),  (39)  devien- 
dront 


S  — - —  ji —  cosL/*(«  ces  a  +  c  cosp  +  trcosy)];  [ 


/  =  S; J^ —  [i—  cos//L±  («-+  «'-)-  cosa  +  <'  cosyj  \  \ ., 


"^fir)[, 


(88) 


[h« 


cosa  4-  V  cos,3  -+-  iv  cosy)-4- 


_^   ,       cos[/-(«  cosa  +  ('  co5;3  +  «'COsy)]~|) 


]: 


f  —  S     -  -'^         ]  L±  («^+ r^)^  cosa  +  (vcosyj  -1 ■ — — \^ 


(%) 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


l         C  {    •  \ 

S  ■_ — -  }i  —  cos[/-(m  cosa  +  (-•  cos|3  +  t^'cosy)]  j, 


(9f>)    ' 


\  -_=  s|^-^  [i-  cosî  /[it  (A^-  w^y-  cosa  +  «r  cosy]j]  [ , 

ï       o  (''*/('■)  r.  ,                            o                  N,      cosr/-(«  cosa -h  ccosS  +  iveosy)]"!/ 
1       S       -^^        ^(«cosa  4-  rcos|3  +  (ï'cos7)2H i^-^— — ^ ^ 

i       ci ''*/('■)     1  r  ■    //•>         "N'             ,                V       cos,/-|±:(A^-.»'2)'2posa  +  ivcosyJ(    ( 
f  =  S   — ^r~^\  H—  {'<  —  "  )"  cosa  +  «cosyJ  -1 ~ '-^    (, 

le  double  signe  ±  pouvant  être  réduit  arbitrairement  soit  au  signe  -f- 
soit  au  signe  — .  Réciproquement,  si  les  équations  (89),  (90)  conti- 
nuent de  subsister,  tandis  que  t/,  v  varient,  mais  de  manière  à  vérifier 
toujours  la  formule  (34)  ou 
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elles  ne  seront  point  altérées  quand  on  remplacera  dans  leurs  pre- 
miers membres  les  quantités  u,  v  par  d'autres  quantités  u^,  v^  propres 
à  vérifier  la  formule 

u\  H-  v\  =:  /i^—  (ï'^=:  a- 4-  «'-; 

et  par  conséquent  les  équations  (87)  et  (88),  ou  (89)  et  (90),  que 
nous  avons  déduites  des  formules  (38),  (89)  jointes  aux  formules  (4i)» 
entraîneront  à  leur  tour  ces  formules  auxquelles  on  pourra  les  substi- 
tuer sans  inconvénient.  Donc,  pour  que  l'élasticité  de  l'éther  reste  la 
même  en  tous  sens  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z, 
il  est  nécessaire  et  il  suffît  que  les  formules  (87),  (88)  subsistent, 
non  seulement  quelles  que  soient  les  valeurs  de  w,  mais  encore 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  u,  v.  Or,  s'il  en  est  ainsi,  en  dévelop- 
pant les  cosinus  que  ces  formules  renferment  en  séries  convergentes, 
puis  égalant  entre  eux  les  termes  qui,  dans  les  deux  membres  des 
mêmes  formules,  représenteront  des  fonctions  homogènes  de  w,  v,  w 
du  degré  in,  on  obtiendra  les  équations 

(91)  s  [m/'-"-'  f(/-)  {u  cosa  -f-  ('cos(3  4-  (T-cosy)-'']  =  S^mr^"-!  f^,.-)  |^-i-  (,,2_,_  r-)2cosa-f-(T'COS-/J    ^ 

et 

(92)  S[m/-2«-V(/-)  («  cosa  +  (^005(3  +  .Ï' 005  7)2"]  =  S  Jm/-2«-y(r)  [±  (^/^-h  r2)2cosa  +  ivcos-/]"'|, 

dont  la  première  devra  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  du 
nombre  entier  n,  et  la  seconde  à  toutes  les  valeurs  de  n  qui  surpas- 
sent l'unité.  De  plus,  en  développant  les  expressions 

(«cosa  +  rcos,3-i-(?'COsy)2«,     \±{u'^+  «'2)^cosa  +  (vcosy]'" 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  w  dans  les  deux  membres  de 
chacune  des  formules  (91),  (92),  on  tirera  de  ces  formules  ;  i«  pour 
des  valeurs  impaires  de  v, 

_  V 

(98)     SCwr^"-'  f(/-)  {u  cosoc  +  p  008^)2"-^  cos^y]  =±  («^H-  r^)"    ~^^[mr'-"-'  f(/-)  cos^^"  -v^  cos'y] 

et 

(94)     S[m/-2«-y(/)  {u  cosa  +  r  cos(3)2''-v  cos''y]  =r±  (;<"+  ^'»)"     ^  S[/«r2«-y(r)  cos^'^-'^a  cos^y], 

OEwresdeC—  S.  U,  t.  X.  3l 
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le  double  signe  ±  pouvant  être  remplacé  à  volonté  par  le  signe  -h  ou 
par  le  signe  —  ;  2**  pour  des  valeurs  paires  de  v, 

V 

(9.5)     S[m/--"-'f(/-)(«cosa-+-  fCOS|3)2«-'' cos^y]  =  («-+('=)""  "^  S [m/--«-i  f(/-)  cos-"-'^ a  cos"' 7] 
et 

V 

(96)     S[mr2"-y(/')  («cosa+  t^  cos{3)2«-v  cos^y]  =  {u'-+  ç'-)"~ ~^  i[mr'''-^f{r)  cos^''-'' a  coa'^y]. 

Les  équations  (gS),  (94)  n'étant  pas  altérées,  tandis  que  leurs  seconds 
membres  changent  de  signes,  on  doit  en  conclure  que  ces  seconds 
membres  sont  rigoureusement  nuls.  On  aura  donc,  pour  des  valeurs 
impaires  de  v, 

(97)  S[m/-2«-if(/-)cos-«-^acos''y]  =  o, 

(98)  S[m/-2"-y(/')cos2'*-''acos''y]  =  0, 

et  par  suite  les  équations  (gS),  (94)  se  réduiront  à 

(99)  S[m/-2«-if(r)(acosa  +  r  008(3)'-"-'' cos^^y]  —  o, 

(100)  S[m/-2'^-y(/-)(«cosa  + (^008(3)2"-'' cos^y]  =  0. 

Enfin,  comme  les  deux  expressions 

V 

(m  cosa  +  p 008(3)2"-%     (,^2_^  (,2)""  2 
étant  développées  fournissent,  la  première,  des  termes  de  la  forme 

I  ,2.3.  .  .(2/1  —  v)        -,     „  -s  „^ 

(i  .2. .  .A)(i  .2.  .  ./jt.) 
dans  lesquels  les  nombres  X,  [x,  v,  liés  entre  eux  par  l'équation 

(47)  À  H-  fJL  +  V  r=  2 /i, 

peuvent  être  pairs  ou  impairs,  et,  la  seconde,  lorsque  v  est  un  nombre 
pair,  des  termes  de  la  forme 

1 . 2 . 3 . . .  (  /i ) 


1.2...-  Il  1.2...— 

2/  V  2 


^     2.4.6...(2/^-v)    ^,^,,^  i.3...(X-i).r.3...(f^-i)    i-2.3...(2/^.-v)    ^^-^^^^^ 

(2.4.  .  .X)(2.4.  .  -fJl)  '"  1.3.  .  .(2/t  — V  —  l)  (1.2.  .  .X)(l  .2.  .  .^) 
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dans  lesquels  X,  [x  sont  pareillement  des  nombres  pairs,  on  tirera  des 
formules  (99),  (100),  (g5)  et  (9G)  :  i*'  pour  des  valeurs  impaires 
de  X,  de  a  ou  de  v, 

(48)  S[w/-2"-'  f(r)cos>-acos!^j3cos'7]r=o 
et 

(49)  S[/?z/-*''-^/(r)  cos^occosî^P  cos^y]  —  o; 

2°  pour  des  valeurs  paires  de  X,  [x  et  v, 

(.01)     S  [m/-'—  f(r)  cos>^acos^(3  cos'--/]  z=  ''^^j  J7('^^;,';!';'^_^,7'^  S[^"^-^^-^  f(/-)  cos^-'^acos^y] 

et 
(102)     S[m/-='"-y(r)cos>acosi^(3cos^y]^-''^-';^^'~/^-'-^---^^7'^S[m/-^^-Y(r)cos^-'-Vacos>1, 

le  nombre  entier  n  dont  le  double  équivaut  à  la  somme  X  +  un-  v  pou- 
vant être  quelconque  dans  les  équations  (4^)»  (loi),  mais  devant  sur- 
passer l'unité  dans  les  équations  (49),  (102).  Il  importe  d'observer 
que  les  conditions  (48),  (49),  déjà  obtenues  dans  le  cas  où  l'élasticité 
de  l'éther  était  censée  rester  la  même  en  tous  sens  autour  d'un  point 
quelconque,  renferment  comme  cas  particuliers  les  conditions  (97), 
(98).  Ajoutons  que  des  formules  (48),  (49),  (loi)  et  (102)  on  peut 
remonter  immédiatement  aux  formules  (99),  (100),  (90)  et  (96),  ou 
même  aux  formules  (91),  (92),  par  conséquent  aux  formules  (89), 
(90),  qui  peuvent  à  leur  tour  être  remplacées  par  les  équations  (38), 
(39)  jointes  aux  équations  (4i).  Donc  en  définitive  les  formules  (48), 
(49),  (loi)  et  (102),  étendues  à  toutes  les  valeurs  positives  du  nombre 
entier  n,  ou  du  moins,  s'il  s'agit  des  formules  (49)  et  (102),  aux  valeurs 
entières  de  n  qui  surpassent  l'unité,  expriment  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  l'élasticité  de  l'éther  puisse  être  censée 
rester  la  même  en  tous  sens  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à 
l'axe  des  z. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  on  tire  des  formules  (ro) 
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ot  (il)  jointes  aux  formules  (87)  et  (88) 

(lo.S)     D  =  S     "^  ^'''  1 1  -  cos  /•[+  (f<î+  p2)icosa  +  n-cosy]  1], 

(^lo',;     \''_&^ iL±  («2+ <'-2)-cosa  +  (T'cosy     h !: ^ -^\i 

f        /         L  r'-  }] 

et,  comme  dans  ces  dernières  on  peut  supposer  le  double  signe  ± 
arbitrairement  réduit  soit  au  signe  +,  soit  au  signe  —,  il  est  clair 
qu'on  pourra  prendre  encore  pour  valeur  de  t)  ou  de  \'>  la  demi-somme 
des  résultats  obtenus  dans  ces  deux  suppositions.  En  opérant  ainsi  et 
ayant  égard  aux  formules 


[( 


u^  +  v-y  cosa4-(vcosy  j"  +  |  —  (m«+  (;»)»  ^* 


cos  a  H-  »vcosy 


cos(/-[(«24_,.2)2cosa  +  (vcos7]J4-cos|/-[-(a24-^2)lcosa  +  (Pcosy]! 

=  2  cos  [/•(;/-+  v^Y  (io?,a\  cos  (nt' cos  y), 


on  trouvera 


(io5)    D  — S    !!^-l^)  i  —  (^o?,[r{u'-  +  v-'Y  (^0^0^]  cQ^{nv  co^y)]^^ 


(106)   V—'è 


'^^/{f)     ( "'  +  p')  cos^a  4-  w'-  cos'y       cos[r(M2+  ,,2)2  ç^g^]  cos(m^cosy)l 


En  résumé,  t3  et  t?  seront  seulement  fonctions  des  quantités  variables 

«^  -f-  p^    et    u'-. 
D'autre  part,  si,  après  avoir  fait,  pour  abréger, 

(•07)  K,  =  i(«2+p2)^         K,  =  ^iv\ 

on  désigne  par 

les  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  de  \^  considéré  comme 
fonction  de  K,,  par 
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les  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  de  v  considéré  comme 
fonction  de  Kg,  et  par 

la  dérivée  du  second  ordre  de  ■<?  différentié  une  fois  par  rapport  à  cha- 
cune des  variables  K,,  K.,,  on  trouvera 

,    o,  ^K,  <?K,  dK, 

ou  dv  dw 

et,  par  suite, 

d^'<^  d^'O  r}H') 

En  conséquence,  les  formules  (8),  (9)  donneront 

(112)  4^=0  4-\^+«H'>i.„  d\L  —  X)-s^'Q,+  v'-V^,u  JT,  =it')-f-\')jH-(^2\:;,_,, 

et  l'équation  (7),  c'est-à-dire  l'équation  de  l'ellipsoïde  qui  détermine 
les  lois  de  la  polarisation,  deviendra 


(n4) 


Lorsque  le  plan  de  l'onde  primitive  coïncide  avec  le  plan  de  x,  y» 
on  a 

a=ro,         b  =  o,         c=dzi; 

on  en  conclut 

U:=0,  t^  =  O,  MP'  zz:  ±  A', 

et  la  formule  (i  i4)  se  réduit  à 

(ll5)  (t)  4-  s-;,)  (xî+  y2)  +  (t)  H-  VO.^  V^j  .,Aî)z2r:=  I. 

Donc  alors,  comme  il  était  facile  de  le  prévoir,  l'ellipsoïde  (7)  est  de 
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révolution  autour  de  l'axe  des  z,  et  dans  cet  ellipsoïde  le  carré  du 
rayon  de  l'équateur  est 


t)  -+-  \'^ 
le  carré  du  demi-axe  de  révolution  étant 


t)  +  t:>2  +  '<^2,2A-=' 


Donc,  si  Ton  nomme  généralement  12',  Q",  ù"'\es  vitesses  de  propaga- 
tion des  trois  ondes  planes  dans  lesquelles  se  divise  une  onde  primi- 
tive de  lumière  non  polarisée,  on  pourra  prendre,  dans  le  cas  parti- 
culier dont  il  s'agit, 

to  -h  \^, 


(ii6)  i2'2=i2"2 


A' 


(Ï17)  ^"'^^^^-^--'(P,,,, 


et  les  deux  premières  ondes,  se  propageant  avec  la  même  vitesse,  se 
superposeront  de  manière  à  n'en  plus  former  qu'une  seule.  C'est  ce 
qui  arrive  dans  certains  cristaux  où  les  deux  rayons  polarisés  que 
l'œil  peut  apercevoir,  et  qui  produisent  ce  qu'on  appelle  la  double 
réfraction,  se  confondent  dès  que  le  plan  de  l'onde  devient  perpendi- 
culaire à  un  certain  axe  nommé  Vaxe  optique  du  cristal. 

Sans  rien  changer  à  la  direction  de  l'axe  des  z,  on  peut  disposer  du 
plan  des  y,  z,  de  manière  à  simplifier  l'équation  (ii4).  Effectivement, 
on  y  parviendra  en  faisant  coïncider  le  plan  des  y,  z  avec  celui  qui, 
passant  par  l'axe  des  z,  sera  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde.  Alors 
la  droite  OP,  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde,  se  trouvera  comprise 
dans  le  plan  des  y,  z;  et  comme  on  aura  par  suite 

la  formule  (34)  donnera 
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En  conséquence,  l'équation  (ii4)  deviendra 

(  ( V  +  \';, ) x^  +  [t)  +  \')i  +  x"),  1  ( A'2  —  w^)] v2 

(m8) 

l         ±  2  ^?l,2(A■-—  .»^2)2„,y2  +  (o  +  V2-H  'C)2,2^v2)z2=  I. 

Dans  cette  dernière,  le  double  signe  ±  pourra  être  réduit  arbitrai- 
rement soit  au  signe  -h,  soit  au  signe  — .  D'ailleurs,  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  précédemment  (page  229),  les  valeurs  de  xd,  -ç,  et  par 
suite  celles  de  t?',  p",  ne  varieront  p^s  dans  le  passage  de  l'équa- 
tion (ii4)  à  l'équation  (118).  Maintenant  il  est  clair  que  l'ellipsoïde 
représenté  par  l'équation  (118)  offrira  un  axe  dirigé  suivant  l'axe 
des  X,  c'est-à-dire  suivant  la  trace  du  plan  de  l'onde  sur  le  plan 
des  X,  y.  Les  deux  autres  axes  de  l'ellipsoïde  se  confondront  avec  les 
axes  de  la  section  faite  dans  cet  ellipsoïde  par  le  plan  des  y,  z,  c'est- 
à-dire  avec  les  deux  axes  de  l'ellipse  représentée  par  l'équation 

Gela  posé,  soient 


le  carré  du  demi-axe  qui,  dans  l'ellipsoïde,  coïncide  avec  la  trace  du 
plan  de  l'onde  primitive  sur  le  plan  mené  par  le  point  0  perpendicu- 
lairement à  l'axe  des  z,  et 


les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipse  (119).  Les  vitesses  de  propaga- 
tion 

i"2',     i2",     Q'" 

des  trois  ondes  polarisées  seront  déterminées  par  les  formules 

s'^  «"*  c*» 

(120)  ""=71'        ^'""^F'        ^'''=-¥' 
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la  valeur  de  s'^  étant 

(I2l)  s'^=X)  +  -0^, 

tandis  que  s"^,  s'"^  représenteront  les  deux  valeurs  de  s"^  propres  à 
vérifier  l'équation 


(122) 


Lorsque  le  plan  de  l'onde  primitive  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  z, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsqu'on  a 

U^=:0,  V  =:  O,  W  =r  d=  A", 

l'équation  (122)  se  réduit  à 

(123)  [^2-  (t)  +  \vj]  [52-  (t)  -+-  -C^ï-h  \\2A-2)]  =  o. 
On  peut  donc  prendre  alors 

(124)  .9"2==0  4--C)„        s""-=-0  +  V._-^V^,',k^; 

et,  en  combinant  les  formules  (120)  avec  les  formules  (121),  (124), 
on  se  trouve  immédiatement  ramené  aux  équations  (116),  (i  17). 

Lorsque  le  plan  de  l'onde  primitive  passe  par  l'axe  des  s,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  a 

l'équation  (122)  se  réduit  à 

(125)  \_s^-  (t)  +  \v,  + v,^,A'2)]  [,v2_  (u  +  -v:;2)]  =0. 
On  peut  donc  prendre  alors 

(126)  s"^  =  o  4-  \'^2,  s"^  —  t)  -\-  V,  +  \'>, ^,  k'. 

Alors  aussi  l'équation  (118),  réduite  à 

(127)  (t)  +  t?,)x2+(t)+t?,  +  t:>,,,A:^)y2-H(ï)  +  x:)2)z2=i, 

représente  un  ellipsoïde  qui  a  pour  axes  les  axes  coordonnés;  et  l'on 
peut  affirmer  que,  des  trois  ondes  planes  produites  par  la  subdivision 
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de  l'onde  primitive,  dont  le  plan  renferme  l'axe  des  z,  les  deux  pre- 
mières se  composent  de  lumière  polarisée  parallèlement  à  deux  axes 
rectangulaires  compris  dans  ce  plan,  et  dont  l'un  est  l'axe  des  z, 
tandis  que  la  troisième  se  compose  de  lumière  polarisée  perpendi- 
culairement au  plan  do  l'onde.  Enfin,  lorsque  l'axe  des  z  se  trouve 
incliné  d'une  manière  quelconque  sur  le  plan  de  l'onde  primitive,  les 
quantités  s"'-,  s'"^  déterminées  par  l'équation  (122)  coïncident  avec  les 
deux  valeurs  de  s^  données  par  la  formule 


(128) 


^^     ,      ^'^  +  \'^.l(A---»-'-)  +  <^2+\'>,.2t^- 


j      ^^^^A±^'Vi(^---;)-^^-^^-^-^--]V,.^.^^(,._^.)^. 


Observons  encore  que  l'équation  (127)  peut  être  présentée  sous  la 
forme 

(  (  O  -H  X"),)  (x2  +  y2  +  z^)  +  X>i,,  (  MX  +  py  +  <p'z)'- 
("29) 

(      +2(\'>i,2— \'^,i)("x-^(^y)«^z  +  [x:>2  — V^i+(\%,2— ^^^,i)<'^']z^=i, 

et  que  cette  équation,  devenant  semblable  à  l'équation  (58),  lorsque 
les  différences 

s'évanouissent,  représente  alors,  comme  l'équation  (58),  un  ellip- 
soïde de  révolution,  qui  a  pour  équateur  le  plan  de  l'onde  primitive. 
Donc,  si  les  différences  (i3o),  sans  être  nulles,  sont  très  petites,  l'el- 
lipsoïde représenté  par  l'équation  (129)  différera  peu  d'un  ellipsoïde 
de  révolution  qui  aurait  pour  axe  de  révolution  la  droite  OP  menée 
par  le  point  0  perpendiculairement  au  plan  de  l'onde;  et,  des  trois 
ondes  de  lumière  polarisée  produites  par  la  subdivision  d'une  onde 
primitive,  les  deux  premières  offriront  des  vitesses  de  propagation 
peu  différentes  entre  elles,  et  des  molécules  éthérées  dont  les  vitesses 
propres  seront  dirigées  suivant  des  droites  sensiblement  parallèles 
au  plan  de  chaque  onde.  C'est  effectivement  ce  qui  arrive  quand  lu 
lumière  traverse  un  cristal  doué  de  la  double  réfraction. 

OFMures  de  C—  S.l\,  t.  yi.  32 
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§  IV.   —  Propagation  des  ondes  lumineuses  dans  un  milieu 
où  V élasticité  de  l'éther  reste  la  même  en  tous  sens. 

Considérons  un  milieu  dans  lequel  l'élasticité  de  l'éther  reste  la 
même  en  tous  sens.  Alors,  comme  on  l'a  dit  (page  228),  des  trois  ondes 
planes  dans  lesquelles  se  divise  généralement  une  onde  plane  de  lu- 
mière non  polarisée,  les  deux  premières,  se  propageant  avec  la  même 
vitesse,  se  superposeront  de  manière  à  n'en  plus  former  qu'une  seule, 
dans  laquelle  la  lumière  sera  polarisée  parallèlement  au  plan  de  l'onde 
primitive,  tandis  que  dans  la  troisième  la  lumière  sera  polarisée  per- 
pendiculairement à  ce  plan.  De  plus,  la  troisième  onde  disparaîtra,  si 
c'est  dans  le  plan  même  de  l'onde  primitive  que  sont  dirigés  les  dépla- 
cements et  les  vibrations  initiales  de  molécules,  et  alors  il  n'y  aura 
plus  de  polarisation.  On  arrive  à  la  même  conclusion,  en  substituant 
dans  les  équations  (23)  du  §  II  les  valeurs  de  ^,  01L,  0X,,  t^,  ^,  .31  que 
fournissent  les  équations  (56),  (37)  du  §  111  pour  le  cas  où  l'élasticité 
de  l'éther  reste  la  même  dans  tous  les  sens.  Effectivement,  après  la 
substitution  dont  il  s'agit,  les  formules  (2.5)  du  §  II  se  réduisent  à 

I    ^  =:-  (t)  +  V')l  -  il  \'^"(«ç  +  V-0  +  (V'C), 

(i)  ■  {   -~-=-{t} -^  ■<>')■(] -V  <?" {ai -h  v-n  +  W^^), 

ot- 


ât 


^  — —  (o  4-\')')ç  —  <v\')"(";  +  i'f]  +  (vç; 


Si  maintenant  on  ajoute  les  formules  (1)  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  de  la  première  par  u,  de  la  seconde  par  ^,  de  la  troisième 
par  w,  et  si  l'on  a  égard  à  l'équation 

(2)  "^+  ('^-1-  w^'=  k-, 

on  trouvera 

(3)         ^L(i'i +Z_:L±_^^i  =-{^y+  v)'+  ■<y'k^)  {ai  +  v-n  +  «'?). 

ôt- 
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Ceh  posé,  en  tenant  compte  des  formules  (2G),  (27)  du  §  II,  on  dé- 
duira sans  peine  de  l'équation  (3)  la  valeur  générale  do 

M  ^  +  TY)  -T-  W  Ç  ; 

puis,  après  avoir  substitué  cette  valeur  dans  chacune  des  for- 
mules ([),  on  tirera  de  ces  dernières  formules  les  valeurs  des  trois 
inconnues  ^,  yj,  '(. 

Lorsque  les  déplacements  et  les  vitesses  des  molécules  de  l'étlier 
sont  primitivement  parallèles  au  plan  de  l'onde  lumineuse,  les  valeurs 
initiales  des  deux  quantités 

y  ^         de         dn  dt 

at         at  01 

s'évanouissent,  et  l'équation  (3)  donne  généralement 

(4)  .  «^  H- rri  +  <T'C  =  o. 

Par  suite,  en  posant,  pour  abréger, 

(5)  .,2_u_^^y^ 

on  réduit  les  formules  (i)  à 

Or  on  tire  des  formules  (G) 

1^  —Eo  cos st  -h  c,i 
■(]■=  no  cossi  4-Y)i 
Ç  =Ço  cosst-hKi 

^0»  Y]o,  ^0' ^1.  Y],,  ^,  désignantjes  valeurs  initiales  de 

■c  ^      di       ôf]       d^ 

ot        ôt        dt 

D'ailleurs  ces  valeurs  initiales  que  déterminent  les  équations  (26), 


s 

sin.ç^ 
s 

sin.ç^ 
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ot  (27)  du  §  II,  jointes  à  l'équation  a.c.:>  ..  .    . .  . 

(8);i.»-       >;  ■c^=zax  -^  by  -^  cz        '     _ 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  formule 

(9)  k\^=i  ux  -^-  vy  ->r  wZf 

devront  vérifier  des  conditions  semblables,  soit  à  la  condition  (78), 
soit  à  la  condition  (63)  du  §  II,  si  l'on  veut  obtenir  seulement  des 
ondes  lumineuses  dont  la  vitesse  de  propagation  soit  dirigée  dans  le 
même  sens  que  la  droite  OP,  ou  des  ondes  luniinêuses  dont  la  vitesse 
de  propagation  soit  dirigée  dans  le  sens  opposé,  la  droite  OP  étant 
celle  qui  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les 
angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 


(10)                        "^  —  v 

'  =  r 

'=1 

Dans  le  premier  cas,  on  aura 

(•0                     l,  =  -il^-^,          V,, 

dt 

■    Ci  = 

dt 


la  vitesse  de  propagation  d'une  onde  étant 


(12)  ^=p  ■ 

et,  des  formules  (7),  («o),  (11)  jointes  aux  équations 

/  ^0  =  î'o  cosA-t  +  9o  sin/ct  ==  cp  (t), 

(i3)  <  y)o=^  fo  cos^t  +  l)o  sinA-t  =:p(;(t), 

•       1 

\  Ço  =  t'o  cosA-t -f- to  sinAt  =:4'('^)' 

on  tirera 

/  \  =:  îioCOs(At  —  .sO  +  9o  sin(A:t  —  5^)  =  9(1  -^  i2^), 

(l4)  <    "0  r=  fo  COS(A't  —  .9^)  +  l)o  Sin(A-t  —  5^)=:^(t  —  ^t), 

(  Ç  =  f 0  cos(  At  —  $t)  -H  tg  sin(At  —  st)  =  d;(t  —  Çlt). 
Dans  le  second  cas,  les  formules  (i4)  devraient  être  remplacées  par 
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celles  qu'on  on  déduit  en  substituant  aux  binômes 

/ct  —  st,     i.-~i2t 

les  binômes 

kv-hst,     T.-\~i2t. 

Ajoutons  que,  l'équation  (4)  devant  être  vérifiée  indépendamment 
des  valeurs  attribuées  à  x  et  à  /,  par  conséquent  pour  des  valeurs  de 

kt  —  st 
égales  à  zéro  et  à  -,  on  trouvera,  entre  les  constantes  arbitraires 

^0»       ^o>       *o,       l9o>       Ho»       'o, 

des  relations  exprimées  par  les  formules 

(l5)  uio-h  i'Co-]r  wig  —  o,  «00+  t'l]o+  tvto  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  formules 

(i6)  aio-^  bco^  c(o=o,         a^Q-^  b\]o-h  cio=o, 

desquelles  on  tirera 

(17)  a?(^)4-^Z(0  +  c<^(t)  =  o. 

Soient  maintenant 

a',     b\     c'     et     a\     b",     c" 

les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives  par  deux  nouvelles  droites  OQ,  OR  perpendiculaires  entre 
elles  et  à  la  droite  OP.  Posons  d'ailleurs 

(18)  «'9(t)-i-^>'x(^)  +  ^' +(0  =  ^(0 
et 

(19)  «"  9(0  +  b"x{^)  +  c"^{x)  =  n{^). 

Les  trois  axes  OP,  OQ,  OR  étant  rectangulaires  entre  eux,  aussi  bien 
que  les  axes  des  x,  y,  z,  on  aura,  non  seulement 

/  «2     _^^2    +c-    =1,         a''-    +b'-'    +c"'=i,         a"'+fy''+c'''—ir 
\  a'a"-hb'b"-hc'c"=:^o,         a"  a -\- b"  b  +  c"  c  =z  o,         aa' +  bb'-^  cc'=o. 


254  NOUVEAUX  EXERCICES   DE  MATHEMATIQUES. 

mais  encore 

I  a"  +  «'2  +  a"^  =  I ,         b-  +b'^  +  h"'-  —\,         c-  +  c'^    +  c"^    —  i  , 
f />CH- ^'c'4-6"c"m:o,         ca  +  c' a' +  c"  a"z=  o,         ah  +  a' b' -\-  a"  h"—o; 

et,  par  suite,  des  formules  (17),  (18),  (19),  respectivement  multi- 
pliées par  a,  a' ,  a"  ou  par  h,  b' ,  h",  ou  enfin  par  c,  c' ,  c",  on  tirera 

/    cp(t)=:«'cT(t)+a"n(t), 

(22)  l    yS^)  =  b'TJ5{^)  +  b"\i{^), 

\   J;(v)  =  c'sT(v)-l-c"n(t). 

En  conséquence,  les  formules  (i4)  donneront 

(23)  ]n~b'-G5{-v  —  Çlt)-^b"Jl{^  —  Çlt), 
(  Ç=c'cT(t-i20  +  c"n(t  — i^O. 

Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(24)  a' bo  +  6' fo 4- c' fo  =  ^,         a' 00  +  ^' bo  +  C  to  =  B, 

(25)  a''bo+^"fo+c"fo=€,  a"0o+^/bo+c"io=D, 

on  conclura  des  formules  (18),  (19)  jointes  aux  équations  (i3) 

(  cj(t)  rr:3  cosAi  +  B  sinA-t, 
(26) 

(  n(t)  =  €  cosA-v  +  D  sinA-t. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  de  l'onde  primitive  devient  parallèle 
à  l'axe  des  s,  et  où  la  droite  OP,  renfermée  dans  l'angle  que  compren- 
nent entre  eux  les  demi-axes  des  x  et  des  y  positives,  forme  avec  le 
premier  de  ces  demi-axes  un  angle  aigu  représenté  par  t,  on  a 

(27)  a  =  cosT,         è^rsinr,         c  =  o. 

Dans  le  même  cas,  en  faisant  coïncider  la  droite  OQ  avec  un  demi-axe 
mené  dans  le  plan  des  x,  y  perpendiculairement  à  la  droite  OP,  et  la 
droite  OR  avec  le  demi-axe  des  z  positives,  on  trouvera 

(28)  «'=:  sinr,         6'=;  — cosr,         c'=  o 
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et 

(29)  «"=0,         f^io,         c"=i. 
Par  suite,  les  formules  (23)  donneront 

(30)  ^=isinTnT(t  — i20,         "O  —  —  cosTCT(t  —  i^O»         Ç  =  n(t  — Î20; 
et,  comme  on  tirera  de  l'équation  (8) 

(3i)  t  =r  ^  cosT  4- j  siiir, 

on  aura  définitivement 

/  I  =      sinrîrT(^cosT-i- jsinr  —  i2^), 
(32)  <  Tf)  =  — cosTGj(^cos--+- j'sinr  ~  i2/), 

\  Ç  =n(j7C0ST  4-  r  sinr  —  i20, 

les  fonctions  cî(ï),  n(t)  étant  toujours  déterminées  par  les  for- 
mules (26),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  l'équation  {\i), 

i  l  =:      sinT|3cos[A-(^cosT+/sinT)  — 5^] +  Bsin[A-(.2;cosT  4- r  sinr)  — 5«]  I  , 
(33)     <  f]  =  — cosTJvlcos[A-(^cosT+/sinT)  —  st]  +13  sin[A-(j7  cosr  +  /  sinr)  —  .ç^  | , 
(  Ç=  <!^cos[^(^cosr  +  7sinr)  —  5^]  4-i3sin[A-(^cosT+  y  sinr)  —  5f]. 

Remarquons  encore  que  l'équation  (5)  ou,  en  d'autres  termes,  l'équa- 
tion (78)  du  §  III  peut  être  remplacée  par  la  formule  (80)  du  même 
paragraphe;  et  que,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(34)  (_i  «+ia„=b —^ f  /■    H /(r)cos2a    , 

1.2.3.  ..2/î      L'  2/i4-l-'^     '  J 

cette  formule  donnera  simplement 

(35)  ^  52=aiA-2  4-a,A-*+a3y:-«  +  .... 

De  cette  dernière  jointe  à  la  formule  (12)  on  conclura 

(36)  i2*=:a,+  a,A-2H- 33^*  +  .... 

D'ailleurs,  en  désignant  par  /  l'épaisseur  d'une  onde  plane  et  par  T  la 
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durée  des  oscillations  moléculaires  du  fluide  éthéré,  on  aura,  comme 
dans  les  paragraphes  précédents, 

(37)  /.-^^^ 

(38)  s-^. 

Il  est  important  d'observer  que,  en  vertu  de  la  formule  (38),  la 
quantité  s  dépend  uniquement  de  la  durée  des  oscillations  molécu- 
laires, c'est-à-dire  de  la  nature  de  la  couleur,  tandis  que,  en  vertu  de 
l'équation  (35)  jointe  aux  formules  (12)  et  (37),  les  quantités  k,  ù 
et  /  dépendent  simultanément  de  la  couleur  et  de  la  nature  du  milieu 
dans  lequel  se  propagent  les  ondes  lumineuses.  Quant  à  l'angle  t,  il 
dépend  uniquement  de  la  direction  des  plans  parallèles  qui  renfer- 
ment ces  mêmes  ondes. 

§  V.   —  Sur  la  /^fraction  de  la  lumière. 

Considérons  deux  milieux  séparés  par  le  plan  des  j^,  dont  chacun 
soit  tel  que  l'éther  y  offre  la  même  élasticité  en  tous  sens,  et  dans  l'un 
desquels  se  propagent  des  ondes  lumineuses  dont  les  plans  soient 
parallèles  à  l'axe  des  z.  L'existence  de  ces  ondes,  que  nous  nommerons 
incidentes,  entraînera  la  coexistence  :  i**  d'un  second  système  d'ondes 
propagées  dans  le  premier  milieu,  et  que  l'on  nomme  réfléchies; 
2"  d'un  troisième  système  d'ondes  propagées  dans  le  second  milieu, 
et  que  l'on  nomme  réfractées.  Car,  en  faisant  abstraction  de  ces  ondes 
réfléchies  et  réfractées,  on  ne  pourrait  satisfaire  aux  conditions  rela- 
tives à  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux. 

Nous  avons  montré,  dans  le  Bulletin  des  Sciences,  comment  de  la 
remarque  précédente  on  peut  déduire,  non  se.ulement  les  lois  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière,  mais  encore  la  détermina- 
tion de  la  quantité  de  lumière  polarisée  par  réflexion  et  par  réfraction 
sous  une  incidence  donnée,  la  loi  de  Brewster  sur  l'angle  de  polarisa- 
tion complète  et  les  formules  insérées  par  Frcsnel  dans  le  n°  17  des 
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Annales  de  Chimie  et  de  Physique.  Nous  nous  bornerons  pour  l'instant 
à  déduire  de  la  même  remarque  la  loi  de  la  réfraction,  en  admettant, 
comme  l'expérience  le  prouve,  que  la  réflexion  ne  change  pas  la  na- 
(ure  de  la  couleur,  et  que  l'angle  d'incidence  est  égal  à  l'angle  de 
réflexion. 

Pour  un  seul  des  trois  systèmes  d'ondes  incidentes,  réfléchies  ou 
réfractées,  les  déplacements  ^,  •/],  'C  de  la  molécule  lumineuse  corres- 
pondante au  point  {x,  y,  z)  se  trouveraient  déterminés  par  des  équa- 
tions semblables  aux  formules  (33)  du  §  IV.  Ajoutons  que,  dans  le 
passage  des  ondes  incidentes  aux  ondes  réfléchies,  les  quantités  s  et  T 
ne  varieront  point,  ni  même  les  quantités  k,  il,  l,  puisque  les  pre- 
mières dépendent  uniquement  de  la  couleur,  les  autres  de  la  couleur 
et  de  la  nature  du  milieu.  Quant  à  l'angle  d'incidence  t,  on  devra  le 
remplacer,  lorsqu'on  passera  des  ondes  incidentes  aux  ondes  réflé- 
chies, par  son  supplément  û  —  t,  afin  d'exprimer  que  les  deux  angles 
d'incidence  et  de  réflexion  sont  égaux  entre  eux;  et  par  suite  on 
devra  dans  ce  cas  changer  seulement  le  signe  de  la  première  des  deux 
lignes  trigonométriques  cost,  siuT. 

Cela  posé,  soient 

a,,     Î3i,     (C„     î», 

ce  que  deviennent  les  coefficients 

quand  on  passe  du  système  des  ondes  incidentes  au  système  des  ondes 

réfléchies,  et 

s\     T',     k',     o',     i'^     ,^',     ô',     C,     3' 

ce  que  deviennent  les  quantités 

s,     T,     /.-,     9.,     l,     :\,     ti,     (C,     0 

.quand  on  passe  du  système  des  ondes  incidentes  aux  ondes  réfractées. 
Si  l'on  considère  à  la  fois  les  deux  systèmes  d'ondes  propagées  dans  le 
premier  milieu,  on  devra,  pour  ce  milieu,  remplacer  les  équations  (33) 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  X.  33 


(I) 
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du  §  IV  par  les  formules 

^  r=      sinTj^îl  cos[A-(     ^cosT+jsin-r)  —  5f]  +  jU  sin[A(     ^cosr  +  jsinr)  —  .y^]| 
+      sinrl^iCOs[A-(— ^cosr  +  jsinr)  —  st]  +  îî,  sin[A-(— ^  cost  + jsinr)  —  .î^]|, 

•^zz:  — cost|^  cos[A"(     x  cosT -\- f  s'mz)  ~  st] -\- 'ô  sin[A-(     a^  cosr -i-y  s'inz)  —  st]\ 
4-  costJ:21iCos[A-(— ^cosr+jsin-r)  — 5^]  +  Ui  sin[A-(— ^cost +/sinT)  —  st]\, 

Çrr:€cos[A-(     ^  cosT  +  /  siiit)  —  .9^]  +  D  sin  [  A-(     ^cosT  H- jsinr)  —  5^]| 
-+-CiCOs[A-(— ^C0ST  +  ysin-)  —  st]  +  li  sin[/r(— ^cost -l-  y?,inz)  —  st][. 

On  trouvera  au  contraire,  pour  le  second  milieu, 

^  =      sinr'  j 3l'cos[/c'(.3?  cost'-i-/  sinr')  —  s't]  +  Î3'sin [k' (^  cost'+  y  sinr')  —  .<!'t]\, 
(2)   <  Y]  — —  cosT'j:3l'cos[A''(;rcosT'-i-jsinT')  — 57]  +  B'sin[A-'(^cosT'-h/sinT')  —  s't][, 
Ç  =:  C'cos[A'(^cosT'+7sinT')  — 57]  +H'sin[A-'(^cosT'+rsinT')  —  s't]. 

D'ailleurs  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  et  des  deux 
masses  de  fluide  éthéré  qui  s'y  trouvent  comprises  coïncide,  lorsque 
ces  deux  masses  sont  dans  l'état  naturel,  avec  le  plan  des  j,  z  repré- 
senté par  l'équation 

(3)  a;  =  o; 

et,  pour  que  ces  deux  masses  restent  contiguës  l'une  à  l'autre  pendant 
la  durée  du  mouvement,  il  est  nécessaire  que  la  valeur  de  ^,  relative  ii 
un  instant  donné  et  à  un  point  donné  de  la  surface  de  séparation,  ne 
soit  point  altérée,  quand  on  passe  de  la  première  masse  à  la  seconde. 
Enfin,  comme,  en  posant  x^o,  on  tire  de  la  première  des  équa- 
tions (i) 

(4)  ^  =  sinT[(5l  +  3,)cos(A'/sinT  — ^0  +  (Î3 -+- ï3i)  sin(  A/sinr  — 5^] 

et,  de  la  première  des  équations  (2), 

(5)  l  =  &'mr'[:^'cos{k'ys'mT'— s't) -\-^'sin{k' y  sinr'— s' t)]y 

la  condition  que  nous  venons  d'énoncer  donnera 


(6) 


sinT-[(:2l  +  Zi)  cos{ky  sinr  —  ^0  +  (B  +  iBi)  sin(A:/sinT  —  5f)] 
=  sinT'[-2l'cos(A'>'sinT'— 5'0  +î3'sîn(A'/sinT'— ^'0], 
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si  toutefois  on  admet  que  l'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  ne  pas 
tenir  compte  des  légères  modifications  que  peut  apporter  le  voisinage 
du  second  milieu  à  la  valeur  de  ^,  déterminée  par  la  première  des 
équations  (i),  et  le  voisinage  du  premier  milieu  à  la  valeur  de  H,  dé- 
terminée par  la  première  des  équations  (2). 

Observons  maintenant  que,  l'équation  (G)  devant  subsister  indé- 
pendamment des  valeurs  attribuées  aux  variables  y  et  t,  les  coeffi- 
cients des  puissances  semblables  de  y  et  de  /  devront  être  égaux  dans 
les  deux  membres  de  cette  équation  développés  en  séries  conver- 
gentes, ordonnées  suivant  les  puissances  dont  il  s'agit.  De  cette  seule 
considération  on  déduira  immédiatement  les  formules 


(7) 
(8) 

(9) 


(a  -h  a,)  sinr  =  a'sinr',         (Î3  4-  Î3,)  sinr  =  S'sinr, 
k  sinT=:  k's'mT', 


auxquelles  on  parvient  encore  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante : 

Si  l'on  pose  j  =  o  et  /  =  o  :  i"  dans  l'équation  (6);  2*^  dans  cette 
même  équation,  différentiée  une,  deux  ou  trois  fois  de  suite  par  rap- 
port à  t,  on  en  tirera  successivement 


(10) 


(^ -I- 3i)  sinT=  ^'sinr', 
5(  j3  4-  Î3i  )  sinr  =  s'  Î3'  sinr', 
52(a  +  a,)sinT  =  5'2a'  sinr', 
5'(Î3  4-0,  )  sinT  =  .v''î3'  sinr'. 


Or  la  première  des  équations  (10)  jointe  à  la  quatrième,  et  la  seconde 
jointe  à  la  troisième,  entraîneront  les  formules  (7)  et  l'équation 


de  laquelle  on  conclura,  en  extrayant  les  racines  carrées  positives  des 

deux  membres 

s  =  s'. 

Si  l'on  posait  t  =  o  dans  l'équation  (G),  différentiée  une,  deux  ou 
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trois  fois,  non  plus  par  rapport  à  /,  mais  par  rapport  à  y,  on  obtien- 
drait trois  nouvelles  formules,  qui,  jointes  aux  formules  (lo),  entraî- 
neraient, non  seulement  les  équations  (7)  et  (9),  mais  encore  l'équa- 
tion (8).  La  seconde  de  ces  nouvelles  formules  serait 

(11)  A'sinr(î3  -^  ï3,)sinT=:  A-'siii-'i3'sinT', 

et,  en  la  combinant  avec  la  seconde  des  formules  (7),  on  obtiendrait 
immédiatement  l'équation  (8). 

En  vertu  de  l'équation  (9),  la  quantité  s,  réciproquement  propor- 
tionnelle à  la  durée  T  des  oscillations  moléculaires  du  fluide  éthéré, 
ne  varie  pas  dans  le  passage  d'un  milieu  à  un  autre,  et  par  consé- 
quent la  réfraction  ne  change  pas  la  nature  de  la  couleur.  Donc,  si  un 
rayon  de  lumière  rouge,  après  s'être  propagé  dans  l'air,  traverse  un 
liquide  tel  que  l'eau,  il  paraîtra  rouge  encore  à  un  observateur  dont 
l'œil  serait  plongé  dans  ce  liquide.  Quant  à  l'équation  (8),  elle  don- 
nera 

sinr'        k 


(12) 


si  117        k' 


D'ailleurs,  en  nommant  (2,  Cl'  les  vitesses  de  propagation  de  la  lumière 
dans  le  premier  et  le  second  milieu,  on  aura,  en  vertu  de  la  for- 
mule (12)  du  §  IV, 


(i3) 

^=r 

"■=p 

s 

"7? 

et,  par  suite. 

(i4) 

£2'       k 

Donc  l'équation  (12)  pourra  être  réduite  à 

sinr'       i2' 


(i5) 


sinr        i2 


Or  la  formule  (i5)  montre  que  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au 
sinus  de  réfraction  est  constamment  égal  au  rapport  entre  les  vitesses 
de  propagation  de  la  lumière  dans  le  premier  et  le  second  milieu.  Cette 
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conclusion  se  trouve,  comme  l'on  sait,  confirmée  par  l'expérience  ; 
car,  en  faisant  varier  l'angle  d'incidence  pour  un  rayon  d'une  couleur 
donnée  qui  tombe  sur  la  surface  d'un  corps  réfringent,  on  obtient 
toujours  le  même  rapport  entre  les  sinus  des  deux  angles  d'incidence 
et  de  réfraction. 

Le  rapport  entre  les  sinus  de  l'angle  d'incidence  t  et  de  l'angle  de 
réfraction  t'  est  ce  qu'on  nomme  Vindice  de  réfraction.  Si  l'on  désigne 
cet  indice  par  0,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (12), 

„ sin-  A' 

sinr'        k 
et,  par  suite, 

(16)  k'^Qk. 

§  VI.    —   Applications  numériques. 

Lorsque, 'dans  un  milieu  transparent,  l'élasticité  de  l'éther  reste  la 
même  en  tous  sens,  la  durée  T  des  oscillations  moléculaires  du  fluide 
éthéré  se  trouve  liée  à  l'épaisseur  /d'une  onde  plane  par  l'équation 

(i)  .v^=ai/.--i-a2A-+a3A«  +  ... 

[voir  la  formule  (35)  du  §  IV],  dans  laquelle  on  a 

(2)  5    —  — , 

(3)  ^'  =  T* 

D'ailleurs,  la  vitesse  de  propagation  12  d'un  rayon  de  lumière  étant 
donnée  par  la  formule 

(4)  9.  =  L 

k 
on  aura  encore 

(5)  î2^=a,4-a2A^+a3A-^  +  .... 

Dans  les  seconds  membres  des  équations  (i)  et  (5),  comme  dans  le 
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séries  que  renferment  les  formules  (64),  (65),  (66)  du  §  III,  les  coef- 
ficients 

3l,      92»       83,       •  •  • 

des  puissances  ascendantes  de  k  décroissent  très  rapidement,  et  la  va- 
leur générale  de  a^,  déterminée  par  la  formule 

(«)       <-')"'"-=^  ,  ..3    .„  h'>+?7r-r,/""=°^'4 

est  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  2/1  —  1,  dans  le  cas  où  la  dis- 
tance r  de  deux  molécules  d'étlier,  assez  rapprochées  pour  exercer 
l'une  sur  l'autre  une  action  sensible,  est  considérée  comme  très  petite 
du  premier  ordre.  Ajoutons  que,  si  un  rayon  d'une  couleur  déterminée 
se  réfracte  en  passant  d'un  premier  milieu  dans  un  second,  la  nature 
de  la  couleur,  et  par  suite  chacune  des  quantités  T,  s,  restera  inva- 
riable, tandis  que  les  quantités 

se  changeront  dans  les  suivantes 


(7)  f^'=0/c, 

V 
l 


(8)  9J 


(9)  1'  =  ^ 

0  désignant  l'indice  de  réfraction.  Alors  aussi  les  coefficients 

3i,    82»    83,     •  •  • 

obtiendront  des  valeurs  différentes  dans  le  premier  et  dans  le  second 
milieu. 

Un  très  habile  observateur,  Frauenhofer,  a  déduit  d'expériences 
faites  avec  beaucoup  de  soin  les  indices  de  réfraction  pour  sept  rayons 
colorés,  correspondants  à  certaines  raies  que  présente  le  spectre  so- 
laire, et  déterminé  les  diverses  valeurs  que  prennent  ces  mêmes  in- 
dices lorsqu'on  fait  passer  les  sept  rayons  de  l'air  dans  des  prismes  de 
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verre  ou  de  cristal,  remplis  ou  entièrement  formés  de  diverses  sub- 
stances liquides  ou  solides.  Les  substances  employées  par  Frauenhofer 
sont  .-l'eau,  une  solution  de  potasse,  l'huile  de  térébenthine,  trois 
espèces  de  crownglass,  et  quatre  espèces  de  flintglass.  Ajoutons  que 
deux  séries  d'expériences  sont  relatives  à  l'eau,  et  deux  autres  à  la 
troisième  espèce  de  flintglass.  Le  Tableau  suivant  contient  le  résultat 
des  expériences  de  Frauenhofer,  relatives  aux  sept  rayons  qu'il  a  dé- 
signés par  les  lettres  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H.  Pour  plus  de  commodité, 
nous  représenterons  les  valeurs  de  0,  correspondantes  à  ces  mêmes 
rayons,  par   , 


Ou 


0,,    e,,    e,,    o„    e,. 


Tableau  L 
Indices  de  réfraction  pour  les  rayons  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H  de  Frauenhofer 


SUBSTANCES    REFRINGENTES. 


„  ^^serle 

bau.  <     g     ,  . 

(  i"  série 

Solution  de  potasse 

Huile  de  térébcntliinc 

^  l  1  "espèce 

Crown-       „        , 
,  1   espèce  

l  3"  espèce  

i''^espèce 

,,,.  ^     ,  %"  espèce 

1  \  on       ^       \  i'" série, 

lass.    1  3"  espèce.  <         ,  . 
(  %"  série. 

4*  espèce 


1 ,330935 
1,330977 
i5  3996'29 
1,470496 
I ,524312 
1 ,525832 
1,554774 
I ,602042 
I ,623570 
I ,626564 
I ,626596 
(  ,627749 


1 ,331712 
I ,331709 
I , 4oo5 I 5 
I ,47i53o 
1,525299 
I ,526849 
I ,555933 
( ,6o38oo 
1,625477 
1,628451 
I ,628469 
I ,629681 


,333577 
,333577 
,^02805 
,474434 
,527982 
,329587 
,559075 
,608494 
,63o585 
,633666 
,633667 
,635o36 


33585 t 
335849 
4o5632 
478353 
531372 
533oo5 
563 i5o 
614532 
637356 

640544 
640495 
642024 


,337818 
,337788 
,408082 
,481736 
,534337 
,536o52 
,566741 
,620042 
,643466 
,646780 
,646756 
,648260 


341293 
341261 
412579 
488198 
539908 
541657 
573535 
630772 
655406 
658849 
658848 
660285 


5344177 
,344162 
,4i6368 

,493874 
,554684 
, 546566 

,>79470 
,640373 
,666072 
,669680 
,669686 
,671062 


D'autres  expériences  de  Frauenhofer  déterminent  les  valeurs  de  / 
ou  les  épaisseurs  des  ondes  dans  l'air  pour  les  sept  rayons 

B,     C,     I),     E,     F,     G,     H. 

Nous  désignerons  par 

M>      *2>      '3»      H»      4>       'e»       '7 

ces  épaisseurs,  qui,  dans  les  expériences  de  Frauenhofer,  se  trouvent 
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oxprimées  en  cent-millionièmes  de  pouce.  Si  l'on  multiplie  les  nom- 
bres que  ce  physicien  a  trouvés  par  2,7070,  afin  de  réduire  les  mêmes 
longueurs  en  dix-millionièmes  de  millimètre,  et  si  l'on  effectue  le 
calcul  par  logarithmes,  on  obtiendra  le  Tableau  suivant,  dans  lequel 
ï  désigne  un  nombre  entier. 


Tableau  II. 

/épaisseur  des  ondes  dans  l'air  pour  les  rayons  \^,  C,  D,  E,  F,  G,  H 

de  Frauenhofer. 


j  =  I. 

«  =  2. 

i=3. 

/  =  4- 

i  ^-  5. 

i  =  G. 

'•  =  :• 

Valeurs  de  /<■  en  ccnUmil- 
lionièmes  de  pouce.. , . 

2541 

■4425 

2173 

1943 

'789 

r585 

i45i 

Logarithmes  décimaux  de 
ces  nombres 

4o5oo47 
4324883 

3847117 
4324883 

3374593 
4324883 

2884728 
4324883 

2526103 
4324883 

2000293 
4324883 

1616674 
4324883 

LO°'f  2707  ). 

Sommes. . . 

8374930 

8172000 
6)64 

7699476 

5888 

720961 I 

5260 

6850986 

6325176 
4291 

5941557 

//  en  dix-millionièmes  de 
millimèlre 

6878 

4843 

3928 

Il  suit  de  la  formule  (9)  que,  étant  donnée  l'épaisseur  /  ou  /,  des 
ondes  dans  l'air  pour  l'un  des  rayons  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  on 
obtiendra  l'épaisseur  des  ondes  /'  ou  l\,  pour  le  même  rayon  réfracté 
par  l'eau  ou  par  une  autre  substance,  en  divisant  la  première  épais- 
seur par  l'indice  de  réfraction.  Cela  posé,  on  déduira  sans  peine  des 
Tableaux  I  et  II  les  épaisseurs  des  ondes  correspondantes  aux  sept 
rayons  et  aux  diverses  substances  considérées  par  Frauenhofer.  En 
effectuant  le  calcul  par  logarithmes  et  à  l'aide  des  Tables  de  Callet, 
on  obtient  les  résultats  compris  dans  les  Tableaux  suivants  : 
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Tableau  III. 
Détermination  des  logarithmes  des  indices  de  réfraction  et  de  leurs  compléments. 


VALEURS  DE  /. 

i=  1. 

i  =  2. 

i=3. 

/  =  4. 

i  =  5. 

i  =  e. 

f  =  l. 

|o, 

-S  1 

M  1 

I ,330935 

98 
iG 

1,331712 

1 ,333577 

I, 335851 

1,337818 

1,341293 

1,344177 

1244061 
33 

/ 

1249930 
229 

23 

1257414 

i63 

3 

1263912 
33 
26 

1274935 

293 

10 

1284316 
227 

23 

_•' 

L(0,) 

124 I 568 

1244 104 

I250I82 

1257580 

1263971 

1275238 

1284566 
8715434 

s 

Compl.ouL(  ^  j- 

\ 

8758439. 

8755896 

8749818 

8742420 

8736029 

8724762 

[o/ 

•2  1 

'S  1 

te  1 

1,330977 

1,331709 

1,333577 

1249930 
229 

23 

1,335849 

1,337788 

I ,341261 

1,344162 

12}  1454 

2').9 

9,3 

£244064 
29 

1257414 
i3o 

•^-9 

1263587 

260 

26 

1274935 

195 

3 

1284316 
194 

7 

3 

lYO,) 

124 1706 

1244093 

1230182 

1257673 

1263873 

1275133 

1284517 

w 

!  Compl.oii  L/  ^  )• 

8758294 

8755907 

8749818 

87b.4^v 

8736127 

8724867 

8715483 

0, 

1,399629 

1460039 
62 
28 

i ,4oo5i5 

1,402805 

1 ,4o5632 

1 ,408082 

1,  il 2579 

1,41 6368 

o 

1 

1462831 
3i 
16 

1469958 
16 

1478617 

93 
6 

1486027 

247 
6 

1499885 
216 

28 

i5ii553 

184 

25 

o 

L(0,) 

1460 129 

1462878 

1469974 

1478716 

1486280 

I 500129 

1 5 1 1 762 

■:; 

^^^  1  Compl.ouL('^'-V 

8539871 

8537122 

853oo26 

8521284 

85 13720 

8499871 

8488238 

1 

0/ 

' ,  {70  (9<' 

i,47i53o 

1,4:4  ru 

1,478353 

1,481736 

1,488198 

1,493874 

c 

o 
1 

1674355 

267 

18 

1677603 
89 

1686153 

89 

12 

1697626 

147 

9 

1707603 
88 
18 

1726321 
26', 

23 

1742925 

204 

12 

o 

■a 

_2 

L(0,) 

1674640 

I 677692 

1686254 

1697782 
83o22i8 

1707709 

1 726608 
8273392 

17431  il 

Compl.oiiL(  -r-  )  ■ 

8325360 

83223o8 

83i3746 

8292291 

8256859 

CFMvrea  ,1e  C.   -  S.  Il,  t.  X. 


34 
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Tableau  III  (suite). 


VALEURS  DE  i. 

i=l. 

i=  2. 

/  =  3. 

i  =  L 

i  =  0. 

/  =  6. 

i-  =  7. 

©   6/ 

I ,524312 

I ,525299 

r ,527982 

1,531872 

1,534887 

1,539908 

1,544684 

1888160 

226 

II 

Cl. 
© 

rr     L(9,-) 

1880704 
6 

1888268 

257 

26 

1840949 

228 

6 

i85o6o8 

199 
6 

1859108 
85 
20 

1874925 

23 

1880739 

i88355i 
8166449 

1841188 

i85o8o8 

1859208 

1874948 

1888897 

£  Compl.ou  l(^j. 

81 69261 

8158817 

8149192 

8140792 

8i25o52 

8111608 

/ 

ai  6/ 

1 ,525832 

1,526849 

I ,529587 

I ,533oo5 

I ,586o52 

I ,541657 

i,5i6566 

o   "' 

-a» 

w  ( 
en 

■^  LfO/) 

188^976 

86 

6 

1887822 
26 

1845495 

228 

20 

1855422 
14 

1868912 

142 

6 

1879717 

i4i 

20 

1893499 
169 

17 

i835o68 

1887962 

1845743 

1855486 

1864060 

1879878 

1898685 
8io68i5 

J  Compl.ou  lY^V 

8164982 

8162088 

8154257 

8x44564 

8185940 

8 120 122 

S  G/ 

1,554774 

I ,555983 

1,559075 

I ,568i5o 

I , 56674 I 

1 ,578535 

1,579470 

o    ' 
-a> 

ce 
© 

œ  \ 
en 

"^  1(6;) 

19 16466 

196 

1 1 

1919817 

84 

8 

I 928461 

196 

14 

1989868 
189 

1949858 

1 1 1 

3 

1968667 
88 
14 

1984921 
193 

1916673 

19 '9909 

1928671 
8071829 

1940007 

1949972 

8o5oo28 

1968764 

1985114 

o            /  I  \ 

^    Compl.ou L(  T-  j. 

8083326 

8080091 

8059998 

8081286 

8014886 

.  e. 

I ,602042 

I, 608800 

1,608494 

I ,614532 

I ,620042 

i ,680772 

1,640878 

2149233 

186 

8 

o 

o. 

^: 

s  L(9/) 

2046625 

109 

5 

205l502 

2068941 

244 

1 1 

2080880 

81 

5 

2095i5o 

107 

5 

21 28741 

187 
5 

2046789 

2o5r5o2 

2064196 

2080466 

2095262 

2128988 

2149427 

7850573 

bJ3 

■^  Compl.ou  1(7- j. 

\ 

7958261 

7948498 

7935804 

79 '9534 

79o/,738 

7876067 
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Tableau  III  (suite). 


VALKUnS  DE  i. 

1=  1. 

i  =  2. 

j  =  3. 

i=L 

i  —  5. 

/  =  6. 

t  =  7. 

0/ 

I ,623570 

1 ,625 '(77 

i,63o585 

1,637356 

2141283 

i33 

16 

1,643466 

2157433 
i59 

16 

i  ,655406 

i , 666072 

■V 

2104523 
188 

2109603 

188 

19 

2123208 

214 

i3 

2189030 
16 

2216750 

i83 
5 

r/J 
C3 

L(0,) 

210471 I 

2109810 

2123435 

21414^'^ 

2157608 

2 1 89046 

2216938 

7783062 

H- 

S  CompLouLK— j 

7895289 

7890190 

7876565 

7858568 

7842392 

7810954 

6/ 

I ,626564 

1,628451 

1,633666 

2i3i457 

160 

16 

I, 640544 

1,646780 

2166145 
212 

1,658849 

2197940 
io5 

24 

I ,669680 

2226124 
209 

•/) 

o 

-0) 

a, 

M  / 

:-  L(e,) 

t/) 

^    Compl.ouL(  7- )• 

21 1254 I 

161 

1 1 

2 I I 76 II 
134 

3 

2149762 

106 

1 1 

2 1 I 27 1 3 

2117748 

2i3i633 

2149S79 

2166357 

2198069 
7801931 

2226333 

7887287 

7882252 

7868367 

7850121 

7833643 

7773667 

.2 

6/ 

I , 626596 

I ,628469 

21 17G1 I 

160 

24 

1 ,633667 

2131457 

160 

19 

1,640495 

214949^ 

239 

i3 

1,646756 
2166145 

l32 

16 

1,658848 

1,669686 

c/j 

i 

t-  L(Q/) 

C/J 

i2 

■^  Compl.ouL/ TT- j- 

21  1254  I 

241 
16 

2197940 

io5 

21 

2226124 

209 

i6 

21 12798 

7887202 

2  û  7795 

21 3 1 636 

2149750 

2166293 
7833707 

2198066 

2226349 

7882205 

7868364 

785o25o 

7801934 

7773651 

. 

0,- 

1,627749 

I , 62968 1 

2 1208 10 
214 

3 

i,635o36 

21 35 178 
80 
16 

1 ,642024 

1 ,648260 

I ,660285 

1 ,671062 

2229764 

i57 

5 

o 

21x5744 

107 

24 

2153732 
53 
1 1 

2170099 
i58 

220 160 i 

210 

i3 

Te 

L(e,) 

2115875 

2121027 

2135274 

7864726 

2153796 
78 i 6204 

2170257 

7829743 

2201827 

2229926 

Compl.ouL/'p  V 

7884125 

7878973 

779«'73 

7770074 
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Tableau  IV. 

Déterminalion  des  épaisseurs  des  ondes  dans  les  diverses  substances,  ces  épaisseurs 
étant  exprimées  en  dix-millionièmes  de  millimètre. 


VALEURS  DE  /. 

t=:  1. 

i  =  2. 

t  =  3. 

i=ii. 

t  =  5. 

£  =  6. 

i  =  l. 

.2 
•S 

l/' ) 

875843'2 
8374930 

8755896 
8172000 

87498 '8 
7699476 

8742420 
7209611 

8736029 
6830986 

8724762 
6325176 

8715434 
5941557 

L(4-) 

Somme ... 

Épaisseur  /',■  =  4■••• 

7133362 

6927896 

6449'294 

5932031 

5587015 
3620 

5o49938 

4656991 

2922 

5i68 

4929 

44i5 

3937 

3>99 

.2 

iKi) 

1  L(//) 

8758294 
8374930 

8755907 
8172000 

8749818 
7699476 

8742427 
7209611 

8736127 
6860986 
5587113 

8724867 
6325176 
5o5oo43 

8715483 
5941557 
4657040 

j       Somme .... 
[  Épaisseur /';•=  r^-  •  • 

7133-224 

69'2:907 

6449291 
44 1 5 

5952038 
3937 

5i68 

4929 

3620 

3199 

2922 

d 

« 
O 

O 

S 

'o 
(X) 

d'\ 

8539871 
8374930 
G914801 

8537 12"2 
8172000 

853oo26 
7699476 

8521284 
720961 I 

85i3720 
6850986 

8499871 
6325176 

4825047 
3o37 

8488238 
5941557 

L(/,-) 

\       Somme .... 
1  Épaisseur  l'i  =--••• 

6709122 

6229502 

5730895 

5364706 

4429795 

491 J 

4687 

4J97 

3742 

3439 

2773 

à 

o 
-a 

1  l/''^^ 

8325360 
8374930 
6700290 

83223o8 
8172000 
6494308 

83 13746 

7699476 
601 3 222 

83o22i8 
7209611 

8292291 
6850986 

8273392 
6323176 
4598568 

2883 

8 i 5 6859 
5941557 
4198416 

1  L(//) 

Somme.... 
Épaisseur /;•=  vf  •  •  • 

5511829 
3558 

5143277 
3268 

4678 

4461 

3993 

2629 

co  o 
Te-® 
a  S? 

p  s 
6 

l/'\ 

8169261 
8374930 
654419' 

8166449 
8172000 

8158817 
7699476 

8149192 
720961 i 

8140792 
6850986 
499 '778 

3i56 

8 123052 
6323176 
4450228 

8iii6o3 
5941557 

1  L(//) 

',       Somme.... 
1  Epaisseur  /:  =  t; 

6338449 

5858293 

53588o3 

4o53i6o 

45 1 3 

* 

43o4 

3853 

3435 

2786 

2543 
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Tableau  IV  (suite). 


VALKUnS  DE  /. 

i=   l. 

;  =  2. 

/  =  3. 

«  =  4. 

«  =  5. 

/  =  6. 

i  =  l. 

ra  o 

F-  te 

l/'^ 

8104982 
8374930 

8162088 
8 I 72000 

8i54'.i57 
7^994  7(i 

8144564 
720961 I 

8135940 
6850986 
4986926 

3i53 

8120122 
6825176 

8106815 
5941557 
4047872 

Ldi) 

Somme. . . . 
Épaisseur /^•=  .f  •  •  • 

6539862 

6334o38 

5858733 

5354175 

4445298 
2788 

4508 

4-^-99 

38  Î9 

3i3i 

2540 

Crownglass, 
3" espèce. 

A^ 

Ul.) 

8083326 
8374980 

8080091 
8 I 72000 
6252091 

8071829 
7699476 
5770805 

8059998 
720961 I 
5269604 

8865 

8o5oo28 
6850986 
4901014 

3091 

8081286 
6825176 
4356412 

8014886 
5941557 

Somme. . .  . 
Épaisseur /•=  ,-f  •  •  • 

6458256 

8956443 

4424 

4219 

3776 

2727 

2487 

6 

o 
-1) 

f 

l/'^ 

7953  .>,6i 
8374930 
6828191 

7948498 
8172000 
6120498 

7985804 
7699476 

7919534 
72096 1 I 

7904788 
6850986 

7876067 
6325176 
4201243 

7850578 
5941557 
8792180 

Lf//) 

Somme. . . . 
Épaisseur //=  t^--  ■ 

5635280 

5 129 145 

4755724 

4-'-94 

4093 

306o 

3258 

2989 

268 1 

2894 

«3 

o 

'S 
o 
% 

aT 

en 

l/'^ 

7895289 
8374980 
6270219 

7890190 
8172000 

7876565 

7699476 
557604 1 

7858568 
720961 I 
5068179 

7842892 
6850986 

7810954 
6825176 

7788062 
5941557 
8724619 

2858 

1 

UL) 

Somme. . . . 
Epaisseur  ti=  j, 

6062 1 90 

4693378 
2947 

4186180 

4287 

4o38 

36(1 

8212 

2592 

o 
-o 

,Ki) 

1  L(/,) 

7887287 
8874980 

7882252 
8172000 
6o54'^52 

7868867 
7699476 

7850121 
720961 1 
5059782 

7888643 
6850986 

7801981 
6325176 

i 
7778667 

5941557 

Somme 

Épaisseur  l'i~  ^  -•  • 

62622 I 7 

5567843 

468 (629 

4127107 

8715224 

4229 

4o3i 

36o4 

8206 

294 1 

2586 

28  J2 

1 
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Tableau  IV  (suite). 


VALEURS  DE   l. 


Somme. 


Épaisseur  //  = 


i=  1. 

j  =  2. 

i  =  Z. 

i=zL 

i  =  5. 

j  =  G. 

7887202 
8374980 

7882205 
8172000 

7868364 
7699476 

7850230 
7209611 

7833707 
6800986 

7801934 
6325176 

6262132 

6054205 

5567840 

5059861 

4684693 

4127110 

4229 

4o3i 

0604 

8206 

294  I 

2586 

i  =  l. 


777865 I 
5941557 


8716208 


2852 


L 

L(/,) 


Somme. . . 
h 


Épaisseur// 


6/ 


7884125 

8374980 

-ç 

7878973 

8172000 

7864726 
7699 î 76 

5564202 

7846204 
720961 ( 
5o558i5 

7829748 
6850986 

7798173 
6825176 

625goJ5 

6050978 

4028 

4680729 

4123349 

4226 

8601 

8208 

2938 

2584 

7770074 
5941557 

8711681 
235 1 


En  résumé,  les  épaisseurs  des  ondes  dans  l'air  et  les  autres  sub- 
stances étant  exprimées  en  dix-millionièmes  de  millimètre,  ces  épais- 
seurs seront,  d'après  les  expériences  de  Frauenhofer,  représentées  par 
les  nombres  que  renferme  le  Tableau  ci-joint. 

Tableau  V. 
Epaisseurs  des  ondes  en  dix-millionièmes  de  millimètre. 


VALEURS   DE    l. 


h.     Air 

ïi.     Eau 

Solution  de  potasse. . . . 
Huile  de  térébenthine.. 

il '"espèce 
2*  espèce 
8*  espèce 
/  i'" espèce 
2"  espèce 
8°  espèce 
4"  espèce 


Flintglass 


=  1. 


6878 
5 168 
4915 
4678 
45i3 
45o8 
4424 
4V.94 
4287 
4229 
4226 


j  =  2. 

î  =  3. 

6564 

5888 

49-^9 

44i5 

4687 

4197 

4461 

3993 

48o4 

8853 

4299 

3849 

4219 

8776 

4093 

366o 

4o38 

36ii 

4o3i 

36o4 

4028 

36oi 

«•=4. 

i  —  5. 

5260 

4848 

3937 

8620 

8742 

3439 

3558 

8268 

8435 

8i56 

3481 

3i53 

8365. 

8091 

8258 

2989 

8212 

2947 

8206 

2941 

8208 

2988 

i  =  6. 

/  =  7. 

4291 

8928 

3199 

2922 

8087 

2778 

2888 

2629 

2786 

2543 

2788 

2540 

2727 

2487 

2681 

2394 

2592 

2858 

2586 

2352 

2584 

235i 

jT- 
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II  est  important  d'observer  que,  en  appliquant  à  l'équation  (i)  le 
théorème  de  Lagrange  sur  le  retour  des  suites,  on  en  tire  la  valeur  de 
k"^  développée  en  une  série  de  la  forme 

(9)  k^—h^s^'+h^s'*+h^s''  + 

D'ailleurs,  pour  déterminer  les  coefficients  b,,  ba,  b;,,  ...,  il  suffira  de 
substituer  dans  l'équation  (9)  les  valeurs  de  s-,  s'',  s\  ...  déduites  de 
l'équation  (i),  savoir 

5^  =  ai  A-2  +  a2  A-*  +  as  /c^  H- . . , , 
5*  =  a^ /c^  +  2 ai  82 A-'' 4- . . . , 


Alors  l'équation  (9)  deviendra 

A2=a,biA2-+-(a2bi  +  a2b2)A*-+-(a3b,  +  2aia2b2-f-a^b3)A«-f-..., 
et  l'on  en  conclura 


a,bi=i, 

a2b,  4-  ai  b2=  0, 

asbi-i-  2a,a2b2+  ajb3=  0, 

par  conséquent 

bi=  — ) 

h: 

ai 

ir 

(10) 

a2b.^      a2 
ai             a? 

,    _      a3b,  + 2a,a2b2  _      a,a3— aa^ 

\ 

at                            af 

Cela  posé,  la  formule  (9)  donnera 


('0  Si,k^z=zs^~^s'^ 


at  a,' 


■5"  — 


Or,  puisque  dans  le  cas  où  la  distance  rde  deux  molécules  assez  rap- 


L^ 


1/ 
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prochées  pour  exercer  une  action  sensible  l'une  sur  l'autre  est  con- 
sidérée comme  très  petite  du  premier  ordre,  les  quantités 


8l»         8-2»         ^3» 


sont  des  quantités  très  petites  du  premier,  du  troisième,   du   cin- 
quième, .. .  ordre,  il  est  clair  que,  dans  le  même  cas,  les  quantités 


a. 2 


et,  par  suite,  les  coefficients  de  s\  ^*',  ...  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (ii),  seront  des  quantités  très  petites  du  premier,  du  se- 
cond ordre,  etc.  Donc  ces  coefficients  décroîtront  très  rapidement 
aussi  bien  que  les  coefficients  de  s-,  s\  s^,  . . .  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (9). 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i),  on  conserve  seulement 
le  premier,  les  deux  premiers,  les  trois  premiers  termes,  etc.,  on  ob- 
tiendra diverses  valeurs  approchées  de  s'-,  savoir 

(12)  s^=:aik^, 

(i3)  s'-=a^k''-{-a,k'\ 

(i4)  .«2=a,A:2+a,A^+a3A-% 


et,  si  l'on  substitue  la  première  de  ces  valeurs  approchées  dans  les  dif- 
férents termes  qui  composent  le  second  membre  de  la  formule  (i  i), 
ces  diff'érents  ternies  deviendront 

(i5)  aiA^     —  a^A-'s     ~' \'^'~'^)^''>     "■' 

Or  les  coefficients  des  puissances  successives  de  k'^  étant  du  même 
ordre  dans  la  série  (i5)  et  dans  celle  que  renferme  l'équation  (1),  il 
est  naturel  d'en  conclure  qu'on  obtient  le  même  degré  d'approxima- 
tion lorsque,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (1)  et  (i  i),  on 
conserve   le   même   nombre   de   termes.   En   conséquence,   aux   for- 
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mules  (12),  (i3),  (i4).  etc.  doivent  correspondre  les  suivantes 


(16)  k'—-^s\ 

ai    ' 

(17)  k^^ls^-^^s^, 


8  2       r  "1^3  '2.  dit 


(18)  k^=-s''--ls'*-     '    ■'    .       '-s\ 


qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit 

(19)  k'=h,s\ 

(20)  k^=his'--{-h.iS% 

(21)  k-=hiS^-i-h2s''+h-iS\ 


C'est,  au  reste,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  a  posteriori.  En  effet,  la 
formule  (11)  entraîne  immédiatement  la  formule  (16).  Pareillement, 
la  formule  (i3)  s'accorde  avec  la  formule  (17),  de  laquelle  on  tire 

2  8,        V    \2  a,/       -d-i 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

et,  par  conséquent, 


(23)    s-^.=  sil ^ -^i—  z=aiA-2+a2A^+2^A-^+5^A«  +  ... 

282  a,  a? 


s-=:  Bi  A-^+  a2AS 
en  négligeant  les  termes 

i,  a^ 


2  ^  A«,     5  q  k\ 
a,  a^ 


Or  ces  derniers  sont  respectivement  comparables  pour  leur  petitesse 

aux  termes 

83  A  ,     84  A"*,     . . . , 

que  l'on  a  négligés  dans  le  second  membre  de  l'équation  {i)  pour 

OF.uvics  de  C.  —  S.  U,  t.  X.  35 
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réduire  cette  dernière  à  la  formule  (i3),  puisque  les  quantités 


3i  9ï 


sont  respectivement  du  cinquième,  du  septième  ordre,  etc.,  aussi  bien 
que  les  quantités 

On  prouverait,  par  des  raisonnements  semblables,  que  la  formule  (i4) 
s'accorde  avec  la  formule  (18),  etc.  Cherchons  maintenant  jusqu'où 
les  expériences  de  Frauenhofer  permettent  de  pousser  le  degré  d'ap- 
proximation, c'est-à-dire  combien  de  termes  ces  expériences  permet- 
tent de  conserver  dans  l'équation  (i),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
dans  la  formule  (11). 

Lorsque  dans  la  formule  (i  i)  on  écrit  s^  et  k^  au  lieu  de  s  et  k,  on 
en  tire 

(  24  )  kl  =  b,  si  +  h^sl  +  h,sl+..., 

puis,  en  posant  successivement  n  =  i,  n^=^i,  /z  =  3,  . . ., 


k\  =  his\  +  biS\  H-  h^s\ 
kl  =  h,sl  +  h^sl-hh^sl 


j  kl  =  bisl-hbiSl  +  b,sl 

(25) 


Or  si,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (11)  ou  (24),  on  conserve 
seulement  un,  deux,  trois,  . . .  termes,  on  pourra  en  éliminer  le  coef- 
ficient b,,  ou  les  deux  coefficients  b,,  h.,,  ou  les  trois  coefficients  b,, 
ba,  bg,  . . .,  à  l'aide  de  la  première,  ou  des  deux  premières,  ou  des 
trois  premières,  etc.  des  formules  (25),  et  l'on  trouvera,  dans  le  pre- 
mier c^s, 

(26)  ^  =  "^^1 

dans  le  second  cas, 

(27)  f^n—    ç2  _   ç2'   ^  ^1    +   52   „^2     ^2'^2* 
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dans  le  troisième  cas, 


Il  est  bon  d'observer  qu'on  peut  déduire  directement  les  équations 
(26),  (27),  (28)  de  la  formule  de  Lagrange  pour  l'interpolation,  en 
considérant 

comme  une  fonction  entière  de  s-,  dont  le  degré  soit  l'un  des  nom- 
bres o,  I,  2, Ajoutons  que  la  formule  (26),  si  l'on  y  pose  n  =  2., 

la  formule  (27),  si  l'on  y  pose  n  =  3,  la  formule  (28),  si  l'on  y  pose 
^i  =  4>  •  •  »  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(29)  ^'  ^'' 


sl{s\-sl)        sl{sl-sl) 

^   «^    sl{s]-sl){sl-sl)~^'sUsl-sl)isl-sl)'^sl{sl-sl){sl-sl)'^''' 
k\  -  +  -  ^'' 


^1  , ^1 „ 

4{^l-s\){sl-s\){sl-sl)        sl{sl-s\){sl~sl){sl-sl)      ""' 


Généralement,  si  l'on  conservait  n  —  1  termes  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (24),  on  tirerait  de  cette  équation,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  équations  (25), 


(32) 


ce  que  l'on  peut  démontrer  directement  comme  il  suit. 


sl{sl-sl){s-l 

-si).. 

^1 

..[s] 

-■s!) 

sl{sl-s\){sl 

-si). 

..{si 

-^^) 

^■,' 
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En  désignant  par  i  un  nombre  entier  inférieur  à  n,  on  tire  de  la  for- 
mule d'interpolation,  ou  bien  encore  de  la  formule  relative  à  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles, 


5^' 


{s'''-s\){.f--.';l)...{s^--sl)  ^^, 
{s\-s\){s\-sl)...{s\-sl)    • 

(33)  {  '    {s\-s\){s\-sl)...{s\-sl)    2 

{sl—s\  ){sl  —  sl)...  {sl—sl_^  ) 


puis,   en  égalant  entre  eux  les  coefficients  de  ^-c*-'^  dans  les  deux 
membres  de  l'équation  (33),  on  en  conclut  : 
i"  Pour  /«<  n  —  I, 


{s\-s\){s\-sl)...{s\-sl) 

C.2' 


(34)  /  {s\—s\){s\—sl)...{s\  —  sl 


{sl-s\){sl-s\)...{sl-sU) 


qP  Pour  ï  =  /î  —  I, 


^î(«-l) 

ks\ 

-s\){s\-sl).. 

*2 

.{s\-sl) 

'    {si 

H-  .  . .  . 

-s\){sl-sl).. 

■■{si- si) 

(35) 


{sl-s\){sl-s\)...{sl-sU) 
Or,  si  l'on  a  égard  aux  formules  (34),  (35),  les  n  premières  des  for- 
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mules  (25),  respectivement  multipliées  par  les  coefficients 


I 

slisl-- 

-sDisl 

~sl). 

I 

■-{si -si)' 

slisl- 

-si)  {si 

-si).. 

..{si- si)' 

I 

slisl  —  si  )isl  —  sl)...  isl  —  sl_,) 
puis  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition,  donneront 


si  {si 

—  si)  {si  —  si)  .  . 
kl 

■■{si -si) 

si  {si 

-s\)is\-~sl).. 

■'{si  — si) 

kl 

(36) 

1  + 

l         s;,isl  —si){s;^  —  si)...  (.v-  —  S'^_,  ) 

et  il  est  clair  que  cette  dernière  équation  se  réduira  simplement  à  la 
formule  (32),  si,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (24),  par  con- 
séquent de  chacune  des  formules  (23),  on  conserve  seulement  les 
n  —  I  premiers  termes,  ce  qui  revient  à  poser 

^«  =  0,  bn+i  —  o,  

Lorsqu'on  passe  de  l'air  à  un  autre  milieu,  la  quantité  k  doit  être 

remplacée  par 

k'=  9  k 

dans  l'équation  (32),  qui  se  change  alors  en  cette  autre  formule 

sl{sl—sl)...is\~sl) 
01  kl 


(87)  '         slisl  -  s\)  isl  -  si) .  .  .  isl  -  si) 


sl{sl-s\){sl~sl)...isl-sl_,) 
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Si  d'ailleurs  on  pose,  pour  abréger, 


> 

y^2 

et  si  l'on  représente  les  carrés  des  indices  de  réfraction  par 
(^9)  0„     02,     0„     ..., 

de  sorte  qu'on  ait 

(4o)  &i=ei 

/désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  formules  (32)  et  (37; 
deviendront  respectivement 

(^0  K,     +K2     +K3     +...  +  K„      =^0, 

(^2)  K,0i-f-K202+K303-t-...  +  K«0„=:O. 

Enfin,  si  l'on  passe  successivement  de  l'air  à  d'autres  milieux  réfrin- 
gents de  diverses  natures,  et  si,  dans  ce  passage,  k  devient  successi- 
vement 

(43)  Ok,     B'k,     9"  A,     ..., 

alors,  au  lieu  de  la  formule  (/ji),  on  obtiendra  un  système  d'équations 
de  la  forme 

/  K,0, +  K202  +  K3  03  f-.    .  +  K„0„=o, 

(44)  k,0;  +  k,0;h-k30;  +  ...  +  k„0;==o, 

K,0';  +  K,0;4-K30;  +  ...  +  K„0;;=o, 

\  , 

pourvu  que  l'on  pose 

(4^)  ^i=9f,     0;=ô?,     0;=ô?, 
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c'est-à-dire  pourvu  que  l'on  désigne  par 

(46)  0„   ©;.,   0';,    ... 

les  carrés  des  indices  de  réfraction  relatifs  aux  divers  milieux  dont  il 
s'agit.  On  ne  saurait,  dans  les  formules  (4i),  (42),  (44),  supposer 
/2  =  2,  car  alors  les  formules  (4  r),  (42),  réduites  à 

K,  +  K2=o,         K,0,-i-K2  02=o, 

donneraient  simplement  0,  =  ©o»  et  par  suite  la  dispersion  cesserait 
d'avoir  lieu.  On  aura  donc  au  moins  /î  =  3.  Ajoutons  qu'il  suffira  d'éli- 
miner les  quantités 


K., 

K2,  K3, 

.  . .,     K„, 

ou  plutôt  les  rapports 

K, 

K. 

Kra-i 

k:' 

k:'  "--' 

•       K„   ' 

entre  l'équation  (42)  et  /^  —  i  des  équations  (44),  pour  obtenir,  entre 
les  valeurs  de 

01,        02,          •  •  •  ,        0«, 

relatives  k  n  —  1  substances  diverses,  une  équation  de  condition  qui 
devra  être  sensiblement  vérifiée,  lorsqu'on  pourra,  sans  erreur  sen- 
sible, réduire  à  ses  /?  —  i  premiers  termes  la  série  comprise  dans  le 
second  membre  de  la  formule  (9)  ou  (24). 

Gela  posé,  en  attribuant  successivement  à  n  les  valeurs  entières  et 
croissantes  3,  4»  ••  -,  on  pourrait  chercher  la  première  de  ces  valeurs 
pour  laquelle  se  vérifient,  sans  erreur  sensible,  les  équations  de  con- 
dition du  genre  de  celles  que  nous  venons  de  mentionner,  et  décider 
ainsi  jusqu'où  les  expériences  de  Frauenhofer  permettent  de  pousser 
le  degré  d'approximation.  Mais  on  arrivera  plus  promptement  au 
même  but  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

La  formule  (42)  détermine  0;^  en  fonction  linéaire  des  seules  quan- 
tités 

01,    ©2,     ...,    0.-,. 
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Des  formules  semblables  détermineraient  ©«+,,  0^+2»  ...  en  fonctions 
linéaires  des  mêmes  quantités,  et  généralement  le  caractère  propre 
d'une  valeur  de  n  assez  considérable  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur 
sensible,  réduire  la  série  (9)  ou  (24)  à  ses  >?  —  i  premiers  termes, 
c'est  que  n  des  quantités 

0„    00,    03,    04,     ... 

seront  toujours  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire  sans  terme 
constant,  et  dans  laquelle  les  coefficients  resteront  indépendants  de 
la  nature  du  milieu  réfringent. 

Concevons  maintenant  que,  par  les  notations 


(47) 


S0.-,     S'0„     S"0/, 


on  désigne  plusieurs  des  polynômes  contenus  dans  la  formule  géné- 
rale 

(48)  ±0,±02±03±:..., 

c'est-à-dire  autant  de  sommes  des  quantités 

©1,        02,        03,         ... 

prises  tantôt  avec  le  signe  -f-,  tantôt  avec  le  signe  —  ;  de  sorte  que, 
en  appliquant  le  calcul  aux  expériences  de  Frauenhofer  faites  sur  sept 
rayons,  l'on  ait  par  exemple 


(49) 


S  0, 

S'0,- 
S"0,- 
S''0,- 


=  0l4-02+034-0,+  0-  +  0g  +  0,, 

=  0,  +  02+03+0,-0._0g_0., 

=  -01-02+03+04-1-054-06-07, 
=  -0,  +  02+03-04-05+06+07, 


Représentons,  au  contraire,  par  les  notations 
(5o)  20,,     20;.,     l"Qi,     ... 

plusieurs  des  polynômes  compris  dans  la  formule  générale 
(5i)  +0,  +  0;  +  0';+..., 
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e'est-à-diro  autant  de  sommes  formées  avec  les  diverses  valeurs  de 

0, 

correspondantes  à  une  même  valeur  de  i,  mais  relatives  aux  diverses 
substances,  et  concevons,  par  exemple,  que 

10  „    10,,    ...,20, 

représentent  les  sommes  des  valeurs  de 

01,    02,     ...,    0, 

relatives  à  toutes  les  substances,  que 

2'0„    !'&„    ...,    r©, 

représentent  ce  que  deviennent  les  précédentes  sommes  quand  on  y 
change  les  signes  des  termes  relatifs  aux  diverses  espèces  de  flint- 
glass,  etc.  Enfin,  décomposons  0,  en  diverses  parties  représentées  par 


en  sorte  qu'on  ait 

(52) 


2;  •      Ht'      &" 


0,=  &,+  2r;. 


V      v 


En  admettant  que  les  lettres  caractéristiques  S,  S', 
appliquées  séparément  ou  simultanément  à  ces  diverses  parties  gar- 
dent les  mêmes  significations  que  lorsqu'on  les  applique  ii  0,,  et 
indiquent  toujours  des  sommes  formées  de  la  même  manière,  on 
aura  encore 

(  S  0,-  =r  S  ^i  -i-  S  &;.  +  s  &;:  -+- . 


(53) 


(5^) 


(55; 


<  S'0,  =S'2r,  +S'2t;.  +S'2r;:  +. 


2  0,  =  V  27,  4- 1  %  +  i  &;  4- 

r0,  =r2r,  +i'y.  +rsr;:  + 


2'€ 

(  2S0,-=:is&,-  +  :^s&;.-t-2s^';+ 
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Cela  posé,  revenons  à  la  formule  (4'-^)»  et  voyons  d'abord  quelles 
conséquences  on  aurait  pu  déduire  de  cette  formule  et  des  autres  sem- 
blables s'il  eût  été  permis  d'y  supposer  n  =  i.  Dans  cette  hypothèse, 
de  l'équation  (42),  réduite  à 

(56)  K,0i4-K202  =  o, 

on  aurait  tiré 

0,  __  K2 

puis,  en  remplaçant  le  premier  des  milieux  réfringents  par  le  second. 


0; 

0;~ 

K, 

et,  par  conséquent, 

(57) 

0, 

02  " 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

0. 

02 

0;  ~ 

< 

On  aurait  trouvé  de  la  même  manière 

0^03 
0;    -    0; 

0.^0; 


et  finalement 

(58) 


0,02  030^05        _^_57 

0;  "  0;  -  0;  "  0;  "  0;  -^  w,  -  0; 


Or  plusieurs  fractions  égales  entre  elles  sont  encore  égales  à  celle 
qu'on  obtient  en  divisant  la  somme  de  leurs  numérateurs  ajoutés  les 
uns  aux  autresou  pris  les  uns  avec  le  signe  +,  les  autres  avec  le 
signe  —,  parla  somme  de  leurs  dénominateurs  ajoutés  pareillement 
les  uns  aux  autres  ou  pris  avec  les  mêmes  signes  que  les  numérateurs. 
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Donc  la  formule  (58)  entraînerait  la  suivante 

©1       S0,- 

(•^9)  0;"=S0;' 

qu'on  peut  écrire  comme  il  suit 

0,  _  ©; 

(^^^  S©;  -  m' 

et  dans  laquelle  il  est  permis  de  remplacer  la  caractéristique  S  par 

l'une  des  caractéristiques  S',  S", Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on 

pouvait  considérer  comme  égaux  les  rapports  compris  dans  la  for- 
mule (58),  et  attribuer  les  différences  de  leurs  valeurs  réduites  en 
nombres  aux  erreurs  d'observation,  le  moyen  d'atténuer  l'influence 
probable  de  ces  erreurs  sur  la  détermination  de  la  valeur  commune 
des  rapports  dont  il  s'agit  serait  de  faire  concourir  également  à  cette 
détermination  les  carrés  des  sept  indices  de  réfraction,  et  par  consé- 
quent de  substituer  le  nouveau  rapport 

S0,-  0,  +  ©,+  03+0^  +  05+  ©6+  07 

(6i) 


S  ©;.     ©;  +  ©;  +  0;  +  ©;  -h  ©;  -+-©;  +  01 

à  tous  les  autres,  attendu  que  les  deux  termes  de  ce  nouveau  rapport 
seraient  sept  fois  plus  grands  que  les  moyennes  arithmétiques  entre 
les  termes  correspondants  des  premiers,  et  que,  selon  toute  appa- 
rence, les  erreurs  d'expérience  dans 

©1,       ©2,       ©3,       ©4,       ©5,       ©G,        ©7 

étant,  les  unes  positives,  les  autres  négatives,  produiraient  dans  le 
polvnôme 

0 ,  +  ©2  +  ©3  +  ©V  +  ©5  +  ©G  +  ©: 

une  erreur  de  beaucoup  inférieure  à  la  somme  de  leurs  valeurs  numé- 
riques ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  sept  fois  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  ces  valeurs. 

Si  le  second  des  milieux  réfringents  était  remplacé  successivement 
par  le  troisième,  par  le  quatrième,  etc.,  alors,  au  lieu  de  la  for- 
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mule  (()o),  on  obtiendrait  les  suivantes  : 

S0,-  ~  80';' 

0.  _  &: 

S0,-  ~  S0';' 


On  aurait  donc  généralement  dans  l'hypothèse  admise 

^^^^  S0,~~  S0;~  S0';~s0';        *     ■ 

Or  le  moyen  d'atténuer  l'influence  probable  des  erreurs  d'observa- 
tion sur  la  détermination  numérique  de  la  valeur  commune  des  rap- 
ports compris  dans  la  formule  (62)  serait  de  substituer  le  nouveau 
rapport 

10,   _     0, -+- 0;  +  0';  +  0;  4- . . . 


(63) 


iS0,-     S0,-+S0;.+  S0';4-S0';'+... 


à  tous  les  autres,  ce  que  l'on  prouve  par  les  raisons  ci-dessus  allé- 
guées pour  la  substitution  du  rapport  (61)  aux  rapports  (58).  On 
tire  effectivement  de  la  formule  (62) 

^^''^  S0^-Is0;. 

ou 

(65)  0^=:=^.S0,. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  diverses  équations 

(66)  ®.=  ^*«- 


»'=^,««'> 
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qui  peuvent  être  rom[^aoéos  par  la  seule  formule 

^6-7^  Qi  _  Q^  _  Qs  _  Q-,  _  Q.   _  06  _  0,        80, 

^    ^'  1@,         1&,  ~  1&,  -  1&,  ~  20,  ~  20e  -  20,  -  VS0/ 

Si  l'on  pouvait,  en  réalité,  considérer  comme  égaux  les  rapports  com- 
pris dans  la  formule  (58)  et  attribuer  les  différences  de  leurs  valeurs 
réduites  en  nombres  aux  erreurs  d'observation,  alors  les  valeurs  de 

©.,        0..,        03,         04,        05,         0G,         07, 

déterminées  par  les  formules  (66),  mériteraient  plus  de  confiance  que 
les  valeurs  observées.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  car  nous  avons  vu 
qu'il  n'était  pas  possible  de  supposer  /z  =  2  dans  l'équation  (42)  et 
de  la  réduire  ainsi  à  l'équation  (56).  En  conséquence,  les  seconds 
membres  des  formules  (66)  doivent  être  considérés  comme  repré- 
sentant, non  les  valeurs  exactes,  mais  seulement  des  valeurs  appro- 
chées de 

01,        02,        0.,         04,        0Ô,         00,         07- 

Désignons  ces  valeurs  approchées  par 

C^  C-  Ck.  0,  c-  c,  c^ 

-Jl,        .J.2,        ~<3,        .J^,        .Jj,        ,Jç,        _>., 

en  sorte  qu'on  ait 

(68)     ^,-^se,,      s==^-se,,      ...,      s,=^_se„ 

et  par  A0,  la  valeur  de  la  différence 
de  sorte  qu'on  ait  encore 

(69)  0,^r.^,+  A0„  0,=  ^,-+-A0„  ...,  0-:rz^-  +  A0,. 

On  tirera  des  équations  (68) 

(70)  ^,4-:Ï2-h...4-3^7=S0,r=0,+  0,4-...-)-0., 

et  les  formules  (69),  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition,  don- 
neront 

(71)  A0,  + A0j-h  A0,4-Ae4-+-Aes4-A06+ ^07^=0        ou         SA0,=:o. 
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Cola  posé,  cherchons  ce  qui  arriverait  si,  dafts  la  formule  (42)  et 
dans  les  autres  semhlables,  on  pouvait,  sans  erreur  sensible,  sup- 
poser /z  =  3.  Alors  cette  formule,  se  réduisant  à 

(72)  K,0,+  K,0,  +  K3  03=o, 

et  devant  subsister  indépendamment  de  la  nature  du  milieu  réfrin- 
gent, entraînerait  la  suivante 

(73)  K,20,+  K2  202  +  K3  203t=:o, 

de  laquelle  on  tirerait,  en  la  joignant  aux  trois  premières  des  équa- 
tions (68), 

(74)  K,Sri+ K22r2  4- K32r3  =  o. 

Or,  en  substituant  dans  la  formule  (72)  les  valeurs  de  0, ,  ©2»  ®3  tirées 
des  équations  (69),  et  ayant  égard  à  la  formule  (74)»  on  obtiendrait 
la  suivante 

(75)  K,  A0,  +  K2A02+K3A03  =  o, 

qui  déterminerait  Aôg  en  fonction  linéaire  des  deux  quantités  A0,, 
A02-  Des  formules  semblables  détermineraient  A©,,  A&-,  AOg,  A0-  en 
fonction  des  mêmes  quantités,  et  la  substitution  des  valeurs  de 

A03,    A0;,    A05,    A0O,    A0, 

ainsi  déterminées  dans  l'équation  (71)  fournirait  entre  les  seules 
quantités  A0, ,  A02  une  équation  nouvelle  dont  les  coefficients  seraient 
encore  indépendants  de  la  nature  du  milieu  réfringent.  On  aurait 
donc,  en  vertu  de  cette  équation  nouvelle,  et  en  désignant  par  A&'-  ce 
que  devient  A©^  quand  on  passe  du  premier  milieu  au  second. 


(76) 

A01 

A02 

_A0; 
A0, 

ou,  ce 

qui 

revient 

au 

même, 

A0, 
A0; 

A02 

-A0, 
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On  trouverait  do  la  mémo  manicro 

A0,       A03 
A0;  -A0'3^ 

A0,  _  A04 
A0J  ~  A0,' 

et  finalement 

A0,        A0,        A03        A0,       A05        A0B        A0, 


(77) 


A0',  ~"  A0;  "  A0;  ~  A0'  "  A0.       A0:  "^  A0', 

I  2  o  +  o  o  t 


Supposons  maintenant  que  l'on  désigne  par  S'0,  l'un  des  polynômes 
compris  dans  la  formule  (48),  et  par  2'0,  l'un  des  polynômes  compris 
dans  la  formule  (6i),  en  choisissant  les  signes  de  manière  que 

S'  A0,- 

représente,  au  moins  pour  l'une  des  substances,  la  somme  des  valeurs 
numériques  de 

A01,    A02,     A03,     A0;,     A0„     A0e,     A0„ 
et  que 

2'S'A0,- 

représente  la  somme  des  valeurs  numériques  de 

S'A0,-,     S'A0;.,     S'A0:,    

\\\\  opérant  comme  on  l'a  fait,  lorsque  de  l'équation  (58)  on  a  suc- 
cessivement déduit  les  formules  (39),  (O2),  (64),  ((^7),  on  déduirait 
de  la  formule  (77)  celles  qui  suivent  : 

(78) 

(79) 
(80) 


(8.; 


A01        S'A0, 

A©;  ""  S'A0'/ 

A0, 

A0',       A0;       A©;' 

S'A0,- 

"  S'A0;.~  S'A©;.  ~"  S'A©; 

A0,          2' A©, 

S'A©,-~rS'A©/ 

A0, 

A©2           A©3           A©i 

i'A0,  ~ 

2'A©2  ~rA©3  ~  2'A©i 

A©,           A©fi           A©7 

SA©, 
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Par  suite,  on  aurait 

(8,)  /^®'=ot;«'^«" 


^«'=rrls;»'^®" 


Si  Ton  pouvait,  en  réalité,  considérer  comme  égaux  les  rapports  com- 
pris dans  la  formule  (77),  et  attribuer  les  différences  de  leurs  valeurs 
réduites  en  nombres  aux  erreurs  d'observation,  alors  les  valeurs  de 

A0,,     A0„     A03,     A0„     A05,     A0„,     A©;, 

déterminées  par  les  formules  (82),  mériteraient  plus  de  confiance  que 
les  valeurs  immédiatement  déduites  des  expériences.  Dans  le  cas  con- 
traire, les  seconds  membres  des  formules  (82)  pourraient  être  consi- 
dérés comme  représentant,  non  les  valeurs  exactes,  mais  seulement 
des  valeurs  approchées  de 

A0„     A0„     A03,     A0„     A0S,     A06,     A0,. 

Désignons  ces  valeurs  approchées  par 

en  sorte  qu'on  ait 

'  .^,_    rA0. 

-"'"-"Fs^Â©;-  ^"'' 

_rA0^ 
(83)  /  -"^-^'S'A©,     ^"" 


rA0, 


2'S'A0,- 

et  par 

A2  0, 

la  valeur  de  la  différence 

A0— 2r',, 
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(le  sorte  qu'on  ait  encore 

(84)  A0,=:&;  +  A20,,  A02  =  &;  +  A20„  ...,  A0,=z2r;  +  A2  0,. 
On  tirera  des  équations  (83),  en  ayant  égard  k  l'équation  (71), 

( 85 )  3-',  +  3-2  H-  Sj  -H  y,^  4-  3- '3  H-  3;  +  ?3\  =  o 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(86)  S3;=o, 

et  de  plus 

(87)  S'2r;-=S'A0,. 

D'ailleurs  les  équations  (84)  sont  toutes  comprises  dans  la  formule 
générale 

(88)  A0,  =  r';4-A2  0„ 

et  de  cette  dernière  jointe  aux  formules  (71),  (86),  (87)  on  conclura 

(89)  SA'-0,=:O,  S'A2  0,=:O. 

Cela  posé,  cherchons  ce  qui  arriverait  si,  dans  la  formule  (42)  et 
autres  semblables,  on  pouvait,  sans  erreur  sensible,  supposer  /^  =  4- 
Alors  cette  formule,  se  réduisant  à 

(90)  K,0,  +  K,0,+  K303+Ki0i  =  o, 

et  devant  subsister  quel  que  fût  le  milieu  réfringent,  entraînerait  la 
suivante  / 

(91)  K,i0,  +  K,.i0.+  K3  203+K4l04=O, 

de  laquelle  on  tirerait,  en  la  combinant  avec  les  quatre  premières  des 
formules  (68), 

(95)  K,3, 4-K,Sro-+-K3  2r3  4-K,34  =  o. 

D'ailleurs,  en  substituant  dans  la  formule  (90)  les  valeurs  de 

0,,         0,,         03,         0„ 

QI':uvres(leC.—  ^.\\,\..\.  87 
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tirées  des  équations  (69),  et  ayant  égard  à  la  formule  (92),  on  obtien- 
drait la  suivante 

(93)  KiA0,  +  K2A02  +  K3A03+K4A04=o; 

et,  celle-ci  devant  encore  subsister  indépendamment  de  la  nature  du 
milieu  que  l'on  considère,  on  en  conclurait 

(94)  K,rA0,  +  K,i;'A0,-i-K32'A03-(-K42'A0,=:o, 
puis,  en  ayant  égard  aux  quatre  premières  des  formules  (83), 

(95)  K,2r;  +  K2  2r;  +  K3  2r;  +  K,27;  =  o. 
Enfin,  en  substituant  dans  la  formule  (93)  les  valeurs  de 

A0„     A0„     A03,     A0„ 

tirées  des  équations  (84),  et  ayant  égard  à  l'équation  (95),  on  trou- 
verait 

(96)  K,^^&^-hK^^^@^-hK^^^&z^K,^^&,=  o. 

En  vertu  de  la  formule  (96),  A^Q,  deviendrait  une  fonction  linéaire 

des  trois  quantités 

A20„    A20„    A203. 

Des  formules  semblables  détermineraient  A^05,  A^0c»  ^^&-  pn  fonc- 
tions linéaires  des  mêmes  quantités,  et  la  substitution  des  valeurs  de 

A20i,    A20-,    A^06,    A20, 

ainsi  déterminées,  dans  les  équations  (89),  fournirait  entre  les  seules 

quantités 

A2  0,,    A2  02,    A2  03 

deux  équations  nouvelles  qui  donneraient  pour  les  rapports 

A^^      A201 

deux  valeurs  indépendantes  de  la  nature  du  milieu  réfringent.  On 
aurait  donc,  en  vertu  de  ces  équations  nouvelles  et  en  désignant  par 
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A'"^0,'ce  que  devient  A^0;  quand  on  passe  du  premier  milieu  au  second, 

A^0i  _  a^q;        a^0i  _  A^e; 

A^~A20;'         A^03  ""  Â^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

A201        A202        A203 


A^0;  -  A^0;  -  A'-0; 

On  trouverait  plus  généralement 

(  ^)  A^0i  _  A-0,  _  A^03  _  A^0,  _  A^05  _  A^0s  _  A-0, 

^97)        A20;  ~  A20;  ~  A^©;  ~  Â20;  —  A20;  ~  A20;  ~  Â^' 

puis,  en  désignant  par 

S"A,0, 

la  somme  des  valeurs  numériques  de 

A^0„     A20,,     A203,     A20„     A'0,,     A^0«,     A-0„ 
au  moins  pour  l'une  des  substances,  par 

i;"S"A2  0,- 

la  somme  des  valeurs  numériques  de 

S"A2  0,.,    s"A2  0;.,   s"A2  0';,    ..., 

et  raisonnant  sur  la  formule  (97)  comme  sur  la  formule  (77),  on 
obtiendrait,  non  plus  l'équation  (81),  mais  la  suivante 

A«0,  A2  02  A2  03  A2  0, 


l"A^@i  ~  1"A-'Q,  ~  r'A^03  ~"  i"A2  04 

■  ^  A^05    ^    A--0e    _    A^0,    _     S^'A-'©, 

1"  A^  05       V  A-  06  ~  i"  A2  0-  "2"  S"  A2  0,.  ■ 

de  laquelle  on  tirerait 

A2  0,  —  '    S^^A^0- 

' —  2"S"A^0- 

i;"A2  0„ 

(99)-  i^'®'=I-S^S-A'0„ 


1"A2(=) 

A^  0-  —  ^    S"  A2  H 
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Si  l'on  peut,  en  réalité,  considérer  comme  égaux  les  rapports  compris 
dans  la  formule  (77),  et  attribuer  les  différences  de  leurs  valeurs 
réduites  en  nombres  aux  erreurs  d'observation,  alors  les  valeurs  de 

A^©,,     A^e,,     A203,     A20,,     A205,     A206,     A^©, 

déterminées  par  les  formules  (99)  mériteront  plus  de  confiance  que 
les  valeurs  immédiatement  déduites  des  expériences. 

On  pourrait  pousser  plus  loin  ces  calculs,  et,  s'il  arrivait  que,  pour 
rendre  sensiblement  exactes  la  formule  (42)  et  les  autres  semblables, 
on  dût  y  supposer  n  =  5,  alors  en  faisant,  pour  abréger, 

{,00)  /  ^2-i"S"A^0,      ''''" 


I"A2  0, 
^"  —     ^  "  ^^    S"  A2  0. . 
•^7—  ;2"S"A'-0,-  " 


et  posant  d'ailleurs 

(loi)       A2  0,=:2r';4-A5  0„        A2  0,=  2r;+A»02,        ...,        A2  0,=  &;+ A^'0„ 
on  tirerait  des  formules  (100),  (loi),  jointes  aux  équations  (89), 

(102)  •  è^]=:  o,         S'2r^'=ro, 

(103)  S"2r';rrrS"A20,- 

et,  par  suite, 

(io4)  SA'0,-r=O,  S'A»0/=O,  S''A='0,r=O, 

puis,  de  la  formule  (42),  réduite  à 

(I05)  K,0,+  K202+  K303+  K404+  K305=  o 

et,  jointe  aux  équations  (68),  (69),  (83),  (84),  (f  00),  (101), 
(106)  K,A^0,4-  K2A30,+  K3A503+KiA'0,+  K5A^05— o. 

lilnfin,  de  cette  dernière  équation  et  des  autres  semblables  réunies 
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aux  formules  (io4),  on  conclurait  que  les  quantités 

A^0„     A»02,     A^03,     A^0;,     A^0„     A^0„,     A^0, 

conservent  entre  elles  des  rapports  indépendants  de  la  nature  du 
milieu  réfringent  et  vérifient,  par  conséquent,  la  formule 

A^0i  _  A302  _  A^03        A^04        A«05  _  A^0fi  _  A='0, 

puis,  en  désignant  par 

S'"A'0/ 

la  somme  des  valeurs  numériques  de 

A^0„     A^02,     A303,     A^0i,     A^0„     A'0„     A*0,, 

au  moins  pour  l'une  des  substances,  par 

2'"S'"A3  0,- 
la  somme  des  valeurs  numériques  de 

S"'A-^0,-,     S'"A^0;.,     S''A»0J,     ..., 

et  raisonnant  sur  la  formule  (107)  comme  sur  les  formules  (77)  et 
(97),  on  obtiendrait,  non  plus  les  équations  (81)  et  (98),  mais  la  sui- 
vante 

A^0i     _    A^0.2    _     A303  AÎ0  4 


1'"  A^  0,       1'"  A3  0,  ~  1"  A^  0,  ~~  1'"  A^  0. 
(108) 

A3  05  A^0e  A^0,  S"'A^'0,- 


1'"  A*  05       2"'  A^  06  ~  1'"  A-'  0,  ~  1'"  S'"  A^^  0,-  ' 
de  laquelle  on  tirerait 

A30,  —       ^    ^   ^l      g«'Aî0 

1'"  \^  0 
(109)  j  ^^2-  2/.s«'A3  0,-       ^  "" 


i'^A30 
A'  0,  —  V  S'"  A3  0 
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Si  l'on  peut  en  réalité  réduire  la  formule  (42)  à  la  formule  (io5),  con- 
sidérer par  suite  comme  égaux  les  rapports  compris  dans  la  for- 
mule (97)  et  attribuer  les  difTérences  de  leurs  valeurs  réduites  en 
nombres  aux  erreurs  d'observation,  alors  les  valeurs  de 

A^©!,     A'02,     A303,     A304,     A305,     A30e,     A^0, 

déterminées  par  les  formules  (109)  mériteront  plus  de  confiance  que 
les  valeurs  immédiatement  déduites  des  expériences;  et,  en  posant 

^  ^  "1    s'^A'©,-, 


r"S"'A5  0,- 

2"'A3  0, 


(iio)  J/'-  l'"è"'^^0i 


s"'^^&i, 


~  S'"A30,, 


^—  2'"S"'A»0,- 

puis  désignant  généralement  par 

A*0, 

la  différence 

A3  0._&7, 

en  sorte  qu'on  eût 

(m)     A^0,--2r';+A^0„         A»02=  &'^+ A*02,         ...,        A^©-^  S';+ A*0,» 

on  trouverait  pour  valeurs  des  différences 

A*©„     A*©,,     ...,     A*0, 

4es  quantités  du  même  ordre  que  les  erreurs  d'observation. 

En  résumé,  si  l'on  veut  savoir  jusqu'où  les  expériences  permettent 
de  pousser  l'approximation,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  combien  de 
termes  doivent  renfermer  les  équations  linéaires  qui,  comme  l'équa- 
tion (42),  subsistent  entre  les  quantités 

0„      ©2,       ©3,      ©;,       ..., 

indépendamment  de  la  nature  du  milieu  réfringent,  on  calculera,  pour 
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les  divers  rayons  et  pour  les  diverses  substances,  les  valeurs  succes- 
sives de 

(112)  A0„    A2  0„    A'0„    A*0„     ... 

à  l'aide  des  équations 

0i  =  2?,  +  A  0„ 
A0,r=y,  +  A^0„ 

(11 3)  {A20,  =  &';+A3  0„ 

A'0,=:&';'4-A*0i, 


0,=  3r2  +  A02, 

0,=  3;, +  A0„ 

A02=&;  +  A202, 

A  0,z=:y_  + A2  0„ 

A^02=s:  +  A3  0o, 

A20,=  2r!  +  A^0„ 

A3  02=i:S™+A*02, 

> 

A'^0,==s;'+A^0„ 

jointes  aux  formules 
20, 


2S0,- 


S0„ 


^,: 


"•~'rs^Â0;-  ^^" 

('i4)/    „        i"A20, 

i;"S"A^0-         ' 

2'"A3  0, 
1      i"'S"'A''0- 


202 

280/ 
2'A0 


2'S'A0 


S0,-, 
S'A0„ 


3-:=  j:^   A  s"A^0,-, 


20, 
2S0, 

^^A0,  ,, 

2'S'A0, 

2"A2  0. 


S0/, 
S'A0,-, 


2"S"A2  0,- 

2^^^A^0, 
2'"S'"A=»0,- 


S'"A=^0,-, 


2r:- 


2"S"A2  0,- 
2'"A^0 


^-S"A-^0„ 


2'"S"'A3  0,- 


r  S'"A^0,, 


dans  lesquelles  on  désigne  par 

S0„     S'A0,-,     S"A2  0,,     S"'A3  0,-,      ... 
les  sommes  des  valeurs  de 

0/,    A0„    A^0„    A3  0„     ... 

relatives  aux  divers  rayons,  mais  prises  tantôt  avec  le  signe  +,  tantôt 
avec  le  signe  —,  de  manière  à  se  réduire,  du  moins  pour  certaines 
substances,  aux  sommes  des  valeurs  numériques,  et  par 

2S0,-,     2'S'A0,-,     2"S"A2  0,.,     2"' S'"  AH-),-,     ... 

les  sommes  des  valeurs  numériques  de 

S0,-,     S'A0„     S"A20,-,     S'^A'©,-,     ... 


296  NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES. 

relatives  aux  diverses  substances.  Il  suffira  de  continuer  le  calcul  des 
différences  représentées  par 

A0„     A2  0„     A^0„     A^0„     ..., 

jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  des  diff'érences  comparables  aux  erreurs 
d'observation.  On  peut  d'ailleurs  aisément  reconnaître  la  nature  de 
ces  erreurs  et  se  former  une  idée  de  leur  étendue,  en  comparant 
entre  elles  deux  à  deux  les  valeurs  de  0,  que  fournissent  deux  séries 
d'expériences  faites  sur  la  même  substance,  par  exemple  les  deux 
séries  d'expériences  faites  par  Frauenhofer  sur  l'eau  ou  sur  la  troi- 
sième espèce  de  flintglass.  II  y  a  plus  :  comme  on  aurait  généralement 

par  conséquent 

A0,=  o, 

si  l'on  pouvait  sans  erreur  sensible  réduire  le  second  membre  de  la 
formule  (9)  à  son  premier  terme; 

par  conséquent 

A»0,  =  o, 

si  l'on  pouvait  sans  erreur  sensible  réduire  le  second  membre  de  la 
formule  (9)  à  ses  deux  premiers  termes,  etc.,  il  est  clair  que  les  dif- 
férents termes  de  la  suite 

A0„    A2  0„     A3  0„    A*0/,     ... 

seront  respectivement  comparables  aux  coefficients 

b.,,     hs,     h,,     bs,     .  . . 

des  quatrième,  sixième,  huitième,  dixième,  ...  puissances  de  s  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (9),  et  qu'en  conséquence  A©,  sera 
du  même  ordre  que  ba,  A-0,  du  même  ordre  que  b..,,  A^&i  du  même 
ordre  que  b,,  A*0/  du  même  ordre  que  bg,  etc.  Or,  si  la  distance  de 
deux  molécules  d'éther,  assez  rapprochées  pour  exercer  l'une  sur 
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l'autre  une  action  sensible,  est  considérée  comme  une  quantité  très 
petite  du  premier  ordre, 

aiba,     ajbs,     a,b4,     aibs,     ... 

seront,  en  vertu  des  remarques  faites  sur  la  formule  (ii),  des  quan- 
tités très  petites  du  premier,  du  second,  du  troisième,  du  quatrième,  ... 
ordre.  En  conséquence,  non  seulement  les  coefficients 

bj,     bg,     bi,     bâ,     ..., 

mais  aussi  les  différences  des  divers  ordres,  savoir 

(112)  A0„     A^0„     A^©/,     A*0,-,     ... 

et  leurs  valeurs  approchées,  ou  les  quantités 

/         ^  \  o.'  "2,"  c'"  C-IV 

(  I  1 0  ;  "'  j  ,       "'  ;  >       -'  /  »       ""  i  '        •  •  •  ' 

déterminées  par  les  équations  (ii4).  formeront  généralement  des 
suites  décroissantes  jusqu'au  moment  où  les  différences  deviendront 
de  même  ordre  que  les  erreurs  d'observation.  Remarquons  encore  que 
chacune  des  quantités  (i  k>)  obtiendra  pour  les  divers  rayons  des  va- 
leurs diverses  qui,  en  vertu  des  équations  (i  i4),  devront  toutes  garder 
les  mêmes  signes,  ou  toutes  à  la  fois  changer  de  signes,  lorsqu'on 
passera  d'une  substance  à  une  autre.  Or  il  est  clair  que  les  différences 

A0„     A^0,    A^^0„     A^0„     ..., 

dont  les  quantités  dont  il  s'agit  représentent  des  valeurs  approchées, 
devront  généralement  satisfaire  à  la  même  condition,  tant  qu'elles  ne 
seront  pas  devenues  assez  petites  pour  être  du  même  ordre  que  les 
erreurs  d'observation.  Enfin  les  formules  (ii3)  et  (ri  4)  entraîneront, 
comme  on  l'a  déjà  remarqué,  les  équations  de  condition 


j  S3r,  =S0,-, 

U&:=o, 

s's;=s'A0 

, 

3)     {?>r,z=o. 

s'^;=ro, 

s"^;  =  s"A^0„ 

s&7  =  o, 

1 

S'&-'=:0, 

s"&r  =  o,      %""h"i 

r=S'"A3  0,-, 

, 

OF.ui'ics  de  C.  —  S.  H, 

, 

t.  X. 

••••••••?            •••• 

38 
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et 

SA  0,=  o, 

SA20,=  o,         S'A20,=  o, 

(117)       {SA^0,=  o,        S'A^0,=  o,         S^A^O.^o, 

SA*0,=zo,         S'A*0,z3.o,         S"A^0,=  o,         S''A*0,=  o, 


auxquelles  on  pourra  joindre  les  suivantes  que  l'on  forme  de  la  mèmi 
manière  : 

2&,  =  I0„ 

(n8)     \i^';  =  o,      i'y',  =  o,      l"y;=l"^'>-%,, 


et 

2A0,=  o, 

iA^0,^o,         rA^0,=:o, 
(119)        (2;A='0,=  o,         rA^0,=ro,        i"A-^0,^o, 

2A*0,z=o,  2'A^0,:::.O,  i"A*0,=  O,  I'"A*0,=ZO, 


Si  l'on  posait,  pour  abréger, 


20,  20 


^0 
_    2  A0,  _    v'A0,  ^  v,^0. 

Pi    2's'A0,'        '^^-Fs^Â©;.'        •••'      ^^=i^FÂ0; 


(120)    ^    _      _       i"A^0,  _       V/'^20^ 

'''—  2"S"A^0/  V2—  2"S"A--'0,-'  *■''         >'" 


2'A-0, 

2"S"A^0/ 

2^^^A^0,  .  _    2"'A3  0.,  ^  i'"A'0- 

2'"  S'"  A»  0,-  '         ""-  ~  r"S"'A^'0-  '  ■  "  '         ^'  —  Ç^'"  A3  0 . 
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les  formules  (i  i4)  se  réduiraient  à 
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27i=:a,S0/,  &2  =  a2S0/, 

2r;:zz;3,S'A0,,  .V,  =  [3.,S'A0,-, 

('21)    \y[  =  y,  S"  A^ 0,-,  X  =  72  S"  A^ 0,-, 

&';'  =  ô,  s'^A''  0,-,  y;  =  s,  s"'A'  0,-, 


2^7  3r  a7S0,-, 

37',  =  (3,S'A0,-, 
27':  =  y,S"A-0„ 
i^^^ô.S'^A''©,-, 


et  l'on  tirerait  des  équations  (120),  jointes  aux  équations  (117), 


129.) 


S  «/  =1  I , 

S;3,=  o,  S'[3,-=i, 

Sy,-  =  o,  S'y,  — o,         S''-//^  i, 

^di  =  o,  S'ô,-o,         S"o\  =  o,         S'"o\-i, 


Les  formules  (iiG),  (117),  (122)  fournissent  divers  moyens  de 
vérifier  l'exactitude  des  valeurs  de 

A0„     A^0„     A30„     ...;     2r„     y„    2;;,     ...;     a„     ^„     y„     ô„     ... 

déduites  de  l'expérience  à  l'aide  des  équations  (ri3),  (ii/i),  (120), 
(121). 

Venons  maintenant  aux  applications  numériques  des  diverses  for-^ 
mules  ci -dessus  établies,  et  d'abord  calculons  par  logarithmes  les 
carrés  des  indices  de  réfraction  ou  les  valeurs  de  0,  pour  les  rayons 

B,     C,     D,     E,     F,     (.,     H 

*» 
de  Frauenhofer  et  pour  les  diverses  substances  employées  par  cet 
habile  observateur.  Ces  valeurs  seront  fournies  par  le  Tableau  sui- 
vant. 
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:m  NOUVEAUX  EXERCICES    DE  MATHÉMATIQUES. 

En  comparant  entre  elles  deux  à  deux  les  valeurs  de  0,  qui,  dans  le 
Tableau  précédent,  répondent  aux  deux  séries  d'expériences  faites 
sur  l'eau  et  sur  la  troisième  espèce  de  flintglass,  on  obtient  les  varia- 
tions suivantes  : 

Tableau  VII. 
Variations  de  0,  dans  le  passage  d'une  série  d'expériences  à  une  autre. 


Ainsi  les  valeurs  de  0,,  déduites  des  expériences  de  Frauenhofer, 
admettent  des  erreurs  comparables  aux  nombres  o,oooii3,  0,000139 
renfertnés  dans  les  quatrième  et  septième  lignes  horizontales  du 
Tableau  VII;  et,  dans  l'application  des  formules  (ii3),  (ii4),  on  doit 
continuer  le  calcul  jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne  des  différences  com- 
parables à  ces  mêmes  nombres.  D'ailleurs,  on  déduira  sans  peine  du 
Tableau  VI  les  sommes  représentées  dans  les  formules  (ii4)  par  S0,, 
'L%i  et  SS0,,  les  diverses  valeurs  du  rapport 


2S0/ 


relatives  aux  diverses  substances  et  les  logarithmes  de  ces  valeurs. 
La  détermination  de  ces  quantités  est  l'objet  du  Tableau  suivant  qui 
donne,  en  outre,  pour  chaque  substance,  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  diverses  valeurs  de  0,,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  quantité  0 
déterminée  par  l'équation 

0,  +  0,  +  0,  +  0,  +  0,  -4-  0,  +  0. 
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304.  NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES. 

Diverses  conditions,  que  remplissent,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
les  nombres  obtenus  dans  ce  Tableau,  servent  à  prouver  l'exactitude 
de  nos  calculs.  Ces  conditions  se  trouvent  comprises  dans  les  trois 
formules 

2S0,  =  S20,=  198, 142460,         l^^=i, 

20  =  1 1 S  0,  =  ^^^^-^^^  =.  28 ,  30606. 

On  ne  doit  pas  s'inquiéter  de  la  différence  0,000002  entre  le  second 
membre  i  de  la  deuxième  formule  et  le  nombre  0,999998  placé  à  la 
fin  de  la  liiiçne  horizontale  qui  renferme  les  valeurs  de  ^,    '  ?  l'omission 

de  la  septième  décimale  dans  chacune  de  ces  valeurs  suffisant  pour 
produire  dans  leur  somme  une  erreur  égale  à  la  différence  dont  il 
s'agit.  En  partant  du  Tableau  VIII,  on  pourra  déterminer  par  loga- 
rithmes les  valeurs  approchées  de  0<,  ©o,  . . . ,  que  nous  avons  repré- 
sentées par^,,  S-^,,  ...  dans  les  formules  (ii3),  (fi4)»  desquelles  on 
tire  généralement,  en  ayant  égard  à  la  formule  (i23), 

(124)  2r,:=^20, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(125)  27,=  0+^(10, -20). 

Or,  la  différence  HO,—  Z&  étant  généralement  beaucoup  plus  petite 
que  20/,  il  y  aura  quelque  avantage  à  remplacer  la  formule  (1  24)  par 
la  formule  (i25)  et  à  calculer,  au  lieu  du  produit 

(126)  l0^®" 
le  produit  plus  petit 

attendu  que  de  ces  deux  produits  le  premier  contiendra  aussi  bien  que 
0,  sept  chiffres  significatifs,  et  le  second  cinq  seulement,  l'approxi- 
mation étant  poussée  jusqu'au  chiffre  décimal  qui  exprime  des  millio- 
nièmes. D'ailleurs,  dans  le  produit  (12G),  le  facteur 

('^^)  Ï0-ÏS0; 
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et  son  logarithme  sont  immédiatement  donnés  pour  chaque  substance 
parle  Tableau  VIII,  et,  quant  au  facteur  20,—  20,  on  en  déterminera 
sans  peine  les  diverses  valeurs  avec  leurs  logarithmes,  à  l'aide  de  ce 
même  Tableau,  en  opérant  comme  il  suit. 

Tableau  IX. 
Détermination  des  valeurs  de  20/^^0. 


VALEURS  DE  /. 

i=  1. 

^•  =  2. 

/  =  3. 

/  =  4. 

t  =  5. 

i=--^. 

/  =^  7. 

SOMMES. 

se, 

se 

27,876886 
28,306066 

27,926463 
28,806066 

28,060899 
28,806066 

28,285463 
28,806066 

28,891965 
28,806066 

28,692092 
28,806066 

28,9587.',2 
28,806066 

0,652676 

198,149.460 
198, 142462 

1 

\    V0^. V0 

-0,429230 

-0,379608 

-0,245(67 

-0,070608 

0,085899 

0,886026 

-  0,000002 

L[+(2e,--se)j.... 
L(se) 

632G901 

5798262 
34 

9^9449^ 

125 

8488282 

9889881 

5866098 
68 

8146987 
40 

6326901 
4518795 

1808 106 

5798962 
4518795 

1274501 

8894621 
4518795 

9875826 

8488282 
4518795 

8969487 

9889881 
4518795 

4821086 

5866166 
4518795 

1847871 

8146977 
4518795 

8628182 

Différence. . . 

se, 

—  —  I 

-0 , 0 I 5 I 64 

-0,018411 

-0,008661 

-0,002494 

o,oo8o35 

o,oi3638 

o,o23o58 

0,000001 

se 

se,- 

0, 984836 

0,986589 

0,991339 

0,997506 

I ,oo3o85 

1,0 18638 

I ,028o58 

7 , 00000 I 

se 

I  se,-   se,- 
^'  7  se   sse,- 

0,140691 

0,140941 

0,  i4i6-2o 

o,i425oi 

0,148291 

0,  i44*^o5 

0, i46i5i 

1 , 000000 

Aux  diverses  valeurs  de  20^  —  20  nous  avons  joint  ici  celles  des 

,    20,    ,20,  .  _  1     •     .  j 

rapports  -^  et  yc0~  =  ^h  qui  servent  a  prouver  la  justesse  de  nos 

calculs,  attendu  qu'elles  doivent  vérifier  et  vérifient,  en  effet,  avec 
une  exactitude  suffisante,  les  deux  conditions 


20 

^20=7 


et 


y   20,    _ 
2S0,  ~' 


ou 


Sa,- 


Observons  d'ailleurs  qu'il  suffirait  de  multiplier  les  diverses  valeurs 

20 
du  rapport  j^  prises  dans  le  Tableau  IX  par  les  diverses  valeurs  de 

S0,  prises  dans  le  Tableau  VIII  pour  obtenir  les  quantités  3r,,  ^o, 

En  déterminant  ces  mêmes  quantités  à  l'aide  de  la  formule  (i25), 
on  obtiendra  les  résultats  que  renferme  le  Tableau  suivant. 
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Si  l'on  retranche  les  valeurs  précédentes  de  ^,,  S'a,  ...  des  valeurs 
de  0,,  ©2»  •••  fournies  par  le  Tableau  VI,  on  obtiendra  pour  restes 
les  diverses  valeurs  de  A©,  que  nous  allons  présenter. 
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Les  nombres  compris  dans  la  dernière  colonne  verticale  du  Ta- 
bleau XI  servent  à  prouver  la  justesse  de  nos  calculs;  car  ces  nom- 
bres, qui  représentent  les  diverses  valeurs  de 

vérifient  avec  une  exactitude  suffisante  les  équations 

1^,      =1Q„  1%      =202,  •••,  2^7      =20,, 

2A0i==o,  2A02-O,  ...,        l^@,  =  o, 

que  l'on  déduit  immédiatement  des  formules  (i  i4)  et  (i  i3). 

Les  valeurs  de  A0,,  que  fournit  le  Tableau  XI,  étant,  abstraction 
faite  des  signes,  bien  supérieures  aux  variations  de  0,  renfermées 
dans  les  quatrième  et  septième  lignes  horizontales  du  Tableau  VII,  il 
en  résulte  qu'on  ne  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  les  seconds 
membres  des  formules  (i)  et  (9)  à  leurs  premiers  termes  et  la  for- 
mule (42)  à  la  formule  (56).  Au  reste,  nous  avions  déjà  pressenti  ce 
résultat,  en  nous  fondant  sur  cette  seule  considération  que,  s'il  en 
était  autrement,  la  dispersion  se  trouverait  anéantie. 

En  partant  du  Tableau  XI,  on  déterminera  sans  peine,  à  l'aide  des 
formules  (120),  (121)  et  (i  i3),  les  diverses  valeurs  de  [3,,  (3.,  . ..,  ^7, 
s;,  2r;,  ...,  &;;A'0,,A'0o,  ...,A'0,.  Alors  S'A0,  désignera  la  somme 
des  valeurs  numériques  de  A0j  relatives  aux  divers  rayons,  mais  seu- 
lement à  l'une  des  substances,  à  l'eau  par  exemple,  de  sorte  qu'on 
aura 

(129)  S' A0,  =  A0,-t-  A0J+  A03-t-  A04  -  A05-  A0e-  A07, 

et  S'S'A0/  représentera  la  somme  des  valeurs  numériques  de  S'A0,, 
c'est-à-dire  évidemment  la  somme  des  valeurs  de  A0,  prises  avec  le 
signe  —  lorsqu'elles  se  rapportent  à  l'une  des  espèces  de  flintglass, 
et  avec  le  signe  -+-  dans  le  cas  contraire.  Cela  posé,  on  déduira  des 
formules  (120),  (121)  et  (11 3)  les  résultats  compris  dans  les  Tableaux 
suivants. 
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Comme  on  devait  s'y  attendre,  les  nombres  obtenus  dans  le  Ta- 
bleau XII  vérifient  rigoureusement  les  deux  conditions 

SiA0,=:2SA0/,         STA0,-  =  2'S'A0,-, 

et,  avec  une  exactitude  suffisante,  celles  que  comprennent  les  for- 
mules 

SA0,=:o,        :SA0,  =  o,        S'iA0,  =  2S'A0,--rro,        S[3,  =  o,         S'(3,  =  i, 
ce  qui  prouve  la  justesse  de  nos  calculs. 
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3U  NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES. 

Dans  le  Tableau  XIII,  les  valeurs  de 

%    A©,,     A^0, 

sont  exprimées  en  millionièmes.  Ainsi,  par  exemple,  de  ce  que  dans 
la  première  colonne  verticale  les  valeurs  de 

^;,    A0„    A^0. 

se  trouvent  représentées  par  les  quantités 

12451,    12272,    —179, 

on  doit  en  conclure  que  l'on  a  pour  l'eau  (i'^^  série) 

&',  iz:  0,01 2^51,        A0i=z  0,012272,         A^0i  =  —  0,000179 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I  OOOOOO&j  =:  12  45l,  I  000000  A0i=i  12  272,  I  000000  A^  01  rz:  — 179, 

D'ailleurs  comme,  dans  le  Tableau,  plusieurs  des  valeurs  de  A^©,, 
particulièrement  celles  qui  sont  relatives  à  l'huile  de  térébenthine 
ainsi  qu'à  la  première  et  à  la  quatrième  espèce  de  flintglass,  sont, 
abstraction  faite  des  signes,  notablement  supérieures  aux  variations 
de  0,  renfermées  dans  les  quatrième  et  septième  lignes  horizontales 
du  Tableau  VII,  on  doit  en  conclure  qu'on  ne  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, réduire  le  second  membre  de  la  formule  (i)  ou  (9)  à  ses  deux 
premiers  termes,  et  la  formule  (4^)  à  la  formule  (72). 
Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par 

S"A-0,- 

la  somme  des  valeurs  de  A-0j-  relatives  aux  divers  rayons,  mais  seule- 
ment à  l'une  des  substances,  par  exemple  à  la  solution  de  potasse,  que 
nous  choisirons  ici  de  préférence,  attendu  que  cette  substance  est 
celle  pour  laquelle  la  plus  petite  des  valeurs  numériques  do  A-0,  est 
la  plus  grande  possible,  et  que  généralement  on  doit  moins  craindre 
de  voir  un  changement  de  signe  produit  par  les  erreurs  d'observation 
dans  la  valeur  de  A0/,  lorsque  cette  valeur  s'éloigne  davantage  de  zéro. 
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On  aura 
(i3o)     S"A20,-  =  —  A201-  A-02+  A203-f-  A^O^-t-  A2  05+  A-06-  A^0„ 

et,  en  désignant  par 

I^S'A*©,- 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  S"A-0/  relatives  aux  diverses 
substances,  on  déterminera  sans  peine,  à  l'aide  des  formules  (ii4)  et 
(i  i3),  les  valeurs  de 

V  V  V  '^"  '=t"  =-"  A3ft  A^ft  A3  fil 

/H        /2>         •   •  •»         /7»  ">  \t        -=2'  •  •  •'         •^7»  ^    '-'1»         ^    '-'2>  •   •  •>         '^    *-'7> 

telles  que  les  présentent  les  deux  Tableaux  XIV  et  XV. 

Comme  on  devait  s'y  attendre,  les  nombres  compris  dans  le  Ta- 
bleau XIV  vérifient  rigoureusement  les  deux  conditions 

S"2  A^0,-=  2S"A'^0,-,        S"2"A2  0;=  r'S"A^0,-, 
et,  avec  une  exactitude  suffisante,  celles  que  comprennent  les  formules 

SA-0,  =  o,    IA2  0,~o,    S"2A2  0,=:1S''A2  0,-,    S0,=ro,    S'0,  =  o,    ^"Br^x, 

ce  qui  prouve  la  justesse  de  nos  calculs. 
Dans  le  Tableau  XV,  les  valeurs  de 

y[,  A^0„  A'0, 

sont  exprimées  en  millionièmes.  Ainsi,  par  exemple,  de  ce  que,  dans 
la  dernière  colonne  verticale,  les  valeurs  de 

y\   et  2r; 

sont  représentées  par  les  quantités 

— 12  1,     63, 
on  doit  en  conclure  que  l'on  a  pour  l'eau  (i'*  série) 

^1^: — 0,000I2I,  Srj:::^  0,OOOo63  j, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I00OOO0&'= — 121,  I  oooooo273=r  63. 

Parmi  les  valeurs  de  A-0,,  que  fournit  le  Tableau  XV,  une  seule. 
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0,000171,  relative  au  troisième  rayon  et  à  la  première  espèce  de 
flintglass,  surpasse  le  nombre  0,000139  qui  représente  la  plus  grande 
des  valeurs  numériques  de  0/  comprises  dans  la  septième  ligne  hori- 
zontale du  Tableau  VII,  et  ne  la  surpasse  pas  assez  notablement  pour 
qu'on  ne  puisse  à  la  rigueur  l'attribuer  elle-même  aux  erreurs  d'ob- 
servation. Nous  pourrions  donc  nous  regarder  comme  suffisamment 
autorisé  à  ne  pas  pousser  plus  loin  les  calculs,  et  admettre  qu'on 
peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  le  second  membre  de  la  formule  (i) 
ou  (9)  à  ses  trois  premiers  termes,  et  la  formule  (42)  à  la  formule  (94)- 
Cependant  un  examen  attentif  des  valeurs  de  A0/,  données  par  le 
Tableau  XV,  nous  conduit  à  supposer  que  dans  chacune  de  ces  valeurs 
il  existe  une  partie  indépendante  des  erreurs  d'observation,  ordinai- 
rementplus  grande  que  ces  erreurs,  et  qu'il  est  bon  de  ne  pas  négliger. 
Effectivement,  si  cette  supposition  est  conforme  à  la  vérité,  la  plupart 
des  différences 

devront  conserver  les  mêmes  signes  que  leurs  valeurs  approchées, 
représentées  par 

C-'"  Cr'"  CV"'  , 

~>j,  ^2,  •••,  -37, 

m 

et,  comme  ces  dernières  quantités,  en  vertu  des  formules  (1 14)»  con- 
servent toutes  les  mêmes  signes,  ou  toutes  à  la  fois  changent  de  signes, 
lorsqu'on  passe  d'une  substance  à  une  autre,  les  différences 

A'0„    A302,     ...,    A^07 

devront,  sauf  quelques  exceptions  peu  nombreuses,  remplir  la  même 
condition.  Or,  à  l'inspection  du  Tableau  XV,  on  reconnaît  sans  peine  : 
j"  que  cette  condition  est  rigoureusement  remplie  lorsqu'on  passe 
de  la  4^  espèce  de  flintglass  à  la  3^  espèce  (i'^  série)  ou  à  l'huile 
de  térébenthine;  2°  que,  si  pour  chacune  de  ces  trois  substances  on 
nomme  S"'A'0/  la  somme  des  valeurs  numériques  de  A^0,  relatives 
aux  divers  rayons,  et  prises  en  signes  contraires,  c'est-ii-dire,  en  d'au- 
tres termes,  si  l'on  pose 

(i3i)     S'"A^0,-  =^  -  A30,  +  A^»©,-!-  A»03  -  A30i-  A'05-i-  A'0a+  A^O,, 
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la  condition  ci-dessus  énoncée  sera  généralement  satisfaite  dans  le 
passage  d'une  substance  à  une  autre,  sauf  de  légères  exceptions  rela- 
tives à  un  très  petit  nombre  de  rayons  et  à  des  valeurs  de  A^0,  ordi- 
nairement très  rapprochées  de  zéro.  Si  d'ailleurs  on  désigne  par 

r"S'"A^0,- 

ia  somme  des  valeurs  numériques  de  A^0/  relatives  aux  diverses  sub- 
stances, on  déterminera  aisément,  à  l'aide  des  formules  (120),  (121) 
et  (i  1 3),  les  valeurs  de 

0,,     do,      ...,     Ô7;         -T,     ^2,      •••,     2r;';         A*0i,     A'*02,     ...,     A*©,, 

telles  que  les  présentent  les  Tableaux  XVI  et  XVII. 

Comme  on  devait  s'y  attendre,  les  nombres  compris  dans  le  Ta- 
bleau XVI  vérifient  rigoureusement  les  deux  conditions 

S"'  1  A'  0,  =  1  S'"  A'  0/,        S'"  1'"  A^  0/  =  1'"  S'"  A^  0,, 
et,  avec  une  exactitude  suffisante,  celles  qu'expriment  les  formules 

SA3  0,  =  o,        lA'&i=zo,        S"2A30,-2S"A^0„ 
èèi  =  o,         S'ô/=:o,         S"ô,  =  o,         S'"Ô,=^T, 

ce  qui  prouve  la  justesse  de  nos  calculs. 
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Dans  le  Tableau  XVII,  les  valeurs  de 

&r,  A^©,,  A*0, 

sont  exprimées  en  millionièmes.  Ainsi,  par  exemple,  de  ce  que,  dans 

la  onzième  colonne  verticale,  la  valeur  de  A'"©,  se  trouve  représentée 

par  —79;  on  doit  conclure  que  l'on  a  pour  la  troisième  espèce  de 

flintglass  (2^  série) 

A*  04==  — 0,000079. 

D'après  le  Tableau  XVII,  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  de 
y&i,  représentée  par  le  nombre 

0,00007g,  ■ ^ 

n'atteint  même  pas  la  moitié  du  nombre 

0,000159, 

qui  représente  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  des  variations 

de  0/  comprises  dans  la  y^  ligne  horizontale  du  Tableau  VII.  Donc  les 

diverses  valeurs  de 

A*0, 

sont  comparables  aux  erreurs  d'observation,  d'où  il  résulte  que,  dans 
l'application  de  nos  formules  -aux  expériences  dfr  Frauenhofer,  on 
peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i)  ou  (9)  à  ses  quatre  premiers  termes,  et  la  formule  (42)  à  la 
formule  (loG).  H  va  plus,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (page  294)  : 
les  valeurs  de  A^&i  immédiatement  déduites  de  l'expérience  mérite- 
ront une  confiance  moindre  que  les  valeurs  de  A^0/  tirées  des  équa- 
tions (109)  et  représentées  par 

s;'=A3  0,-A^0,-, 

ou,  en  d'autres  termes,  celles  que  l'on  tire  des  formules  (m)  en  y 
remplaçant  généralement  A*0,  par  zéro.  Donc  aussi  les  valeurs  de  0, 
déduites  de  l'expérience  et  fournies  dans  le  Tableau  VI  mériteront 
moins  de  confiance  que  les  valeurs  corrigées  de  0/  qu'on  tirerait  des 
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équations  (ii3)  en  y  remplaçant  généralement  A*0,  par  zéro.  D'ail- 
leurs, comme,  en  vertu  des  formules  (i  i3),  on  aura 


(l32) 


0,- 


&,• -4- &;  +  &;'+&;"  + A*  0,-, 


les  vale,urs  corrigées  de  0,,  ou  celles  qu'on  obtiendra  en  remplaçant, 
dans  le  second  membre  de  l'éqjuation  (i32),  A^'^^par  zéro,  seront  évi- 
demment les  diverses  valeurs  du  polynôme 


(.33) 


^i  -t-  X  +  3-;'+ '^7=  &i  —  A^0,-. 


(vcla  posé,  on  tirera  sans  peine  des  Tableaux  XI,  XIII,  XV  et  XVII  le 
Tableau  suivant,  qui  offre,  non  seulement  les  valeurs  de  0,  immédia- 
tement déduites  de  l'expérience,  mais  aussi  les  valeurs  corrigées  de 
0/  ou,  en  d'autres  termes,  les  valeurs  de 

0,-A*0„ 

et  montre  comment  ces  dernières  valeurs  se  trouvent  formées  par  l'ad- 
dition des  quantités 

?3-      ?j'-      3r'!      ^'" 
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Dans  le  Tableau  XVIII,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  les  valeurs 
numériques  des  quatre  quantités 

('34)  2r,-,     S*;,    ?j],     ?j"l 

forment  généralement  une  suite  décroissante.  Les  seules  substances 
l)our  lesquelles  cette  condition  ne  soit  pas  toujours  remplie  sont 
l'huile  de  térébenthine,  la  première  espèce  de  flintglass  et  la  troi- 
sième espèce  de  flintglass  (i"^^  série).  Encore,  pour  les  substances 
dont  il  s'agit,  les  exceptions  sont-elles  seulement  relatives  à  la  valeur 
numérique  de  ^"-  qui  devient  supérieure,  pour  certains  rayons,  à  la 
valeur  numérique  ^','. 

Des  calculs  ci-dessus  développés  nous  avons  déduit  cette  conclu- 
sion importante  que  les  différences  du  quatrième  ordre,  représentées 
par  A''0,  et  déterminées  par  le  moyen  des  formules  (ii3)  jointes  aux 
formules  (121),  étaient,  pour  les  diverses  substances,  des  quantités 
comparables  aux  erreurs  d'observation.  Cette  conclusion  se  trouve 
confirmée  par  la  détermination  des  valeurs  qu'on  obtient  pour  A'0, 
lorsque  l'air  est  substitué  au  milieu  réfringent.  Alors,  en  effet,  chaque 
rayon  cessant  d'être  réfracté,  on  a  généralement 

et  par  suite  les  valeurs  de  A^0„  déduites  des  formules  (ii3),  (121), 
sont  celles  que  présente  le  Tableau  suivant. 
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Comme  on  devait  s'y  attendre,  les  nombres  compris  dans  le  Ta- 
bleau XIX  vérifient,  avec  une  exactitude  suffisante,  les  conditions 
exprimées  par  les  formules 

SA0,  =  o,         SA-0,  =  o,         SA^0,=  o,         SA^0,=:o. 

D'ailleurs,  dans  ce  Tableau  comme  dans  les  précédents,  les  valeurs  de 

S'A0,-,        S"A0,-,        S'"A0,- 
sont  respectivement 

S'  A0,  =      A0,  +  A02  +  A03  -h  A0,  -  A05  -  A06  -  A0:, 
S"A^0/  =  -A20,-A202+A2034-A20,+  A205+A20,-A20„ 
S"'A^0,=:-A^0,-[-A30,+  A303-A='04-A305+A30e4-A^0:. 

Dans  le  même  Tableau,  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  de 
A'©,,  représentée  par  le  nombre  0,000122,  est  inférieure  au  nombre 
0,0001 59  qui  représente  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  des 
variations  de  0,  comprises  dans  la  7^  ligne  horizontale  du  Tableau  VII, 
et  par  conséquent  elle  reste  comparable  aux  erreurs  d'observation. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  valeurs  de 

0,- A*0, 

fournies  par  le  Tableau  XVIII,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  les 
valeurs  de  0,  calculées  pour  les  substances  auxquelles  se  rapportent 
les  expériences  de  Frauenhofer,  et  corrigées  d'après  les  principes  ci- 
dessus  exposés,  représentent  les  diverses  valeurs  d'une  même  fonction 
linéaire  des  seules  quantités 

S0,-,     S'0„     S"0,-,     S"'0,-, 
que  désormais  nous  désignerons,  pour  abréger,  par 

U,     U',     U",     U'^ 
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Effectivement,  si  l'on  pose 


(i35) 


I      U     =S     0,=  01 +02 +03 +04 +©5+06-+-  07, 

U'  =  S'0,=  0,  +  0,+  03+04-05-06-07, 

U"=r  S"  0,=:-  0,-02+  03+  04+  05+  00-  07, 
[]'"=  S"  0,  =  -  01+  02+  03-  04-  05  +  06+07, 


on  tirera  successivement  des  formules  (i  1 3)  et  (121) 

&,-=.Ua„ 
A0,=  0/— ^,  — 0,— Ua/, 

S'A0,-=  S'(0,--  Ua,-)  =  S'0,--  US'a,—  U'-  US' a,-; 
puis 

&;.  =  (U'-us'a,);3,-, 

A-0,-=  A0—  27:-=:  0,-  Uoci-  (U'-  US'a,)f3,-, 
S"A^0,=  S"[0,-Ua,--(U'-US'a,-){5.-]  =  S"0,-US"a,-(U'-US'a,-)S"3, 
_U"-US"a~(U'-US'a,-)S"^,-; 

puis  encore 

2;J  r=:  [ U"  -  US"  a,-  -  (  U'  -  US' a,- )  S"  (3,- ]  y, , 
A=»0,=  A2  0,-2rJ 

^0._Ua,-(U'-US'a,)[3/-[U"-US"a,--(U'-US'a,)S"[3,-l-//, 

S'"  A'0,-=  S'"©,  -  US'" a,-  -  (  U'  -  US' a,-)  S'^p, 

-  [U"-  US"a,-  (U'-  US' a,)  S"  M  S'"  y,- 
=  U'"-  US'" oc—  (U'-  US' a,-) S" (3/ 

-  [U"  -  US"a,.  -  (U'-  US'cc,)  S" (3,]  S'" y,-; 

et  enfin 

^7=  j  U'"  -  US'"  (Xi  -  (  U'  -  US'  a,  )  S^  ^i 

-  [U"-US"a,-  (U'-  US'ai)S"(3,-]S'^y/!  ô,-. 
Or,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de 

&•      2:'      <=•"      &"•' 
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dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i33),  on  tirera  de  cette  équa- 
tion 

/  0,-  A^0,=  Ua,-+  (U'-  US'a,-)^,-+  [U"-  US"a,--  (U'-  US' a,-)  S"  (3  ,•]-/, 
(  1 36)  +  I  U'"  -  US'"  a,-  -  (  U'-  US' a,- )S"'  ;3,- 

!  -  [U"-  US"a~  (U'-  US'a,)  S"[3,]S"'y,  |  o\. 

Telle  est  la  formule  qui  sert  à  déterminer  la  valeur  corrigée  de  0,,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  de©/  —  A*©,,  en  fonction  linéaire  de 

.  U,     U',     U",     U'". 

D'ailleurs  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  le  second  membre  de  la 
formule  (i36)  est  substitué  à  la  place  de  ©,  — A''0/  dans  les  quatre 
quantités 

S(0,_  A^0,),         S'(0,-  A^0,),         S"(0—  A^0,),         S"'(0,-  A*0,), 

ces  quatre  quantités,  réduites  à  leur  expression  la  plus  simple  à  l'aide 
des  équations  (122),  deviendront,  comme  on  devait  s'y  attendre, 

U  =  S0,-,         U'=S'0,-,        U"=S"0,-,         U"'=S"'0,-. 

Dans  la  formule  (i36),  les  valeurs  de 

U,     U',     U",     U'" 

varient  tandis  que  l'on  passe  d'une  substance  à  une   autre;  mais  les 

valeurs  de 

S'a,-,     S"  a,-,     S'^a,,     S"|3,-,     S'^fS,,     S'"-/,-, 

aussi  bien  que  celles  de  a^,  [3,,  y,,  o^,  sont  indépendantes  de  la  sub- 
stance que  l'on  considère  et  déterminées  par  les  équations 


S'a,- 


a,  +  a,+  a.x  +  a 


(13;; 


i—  «5+  a6+  Cf.-, 


S"a,-  = —  a, —  a,  +  «3-1-  a 

S'"  a,-  =:  —  «1  -+-  a,  -f-  «g  —  a 

S" [3,==-  [3.-  [3,+  (33+  ^4+  ;3,-+-  136-  (3„ 

S'" [3,-  =  -  Pi  +  3^  -f-  (33-  [3.  -  ;3,  -^  (3e -t-  %, 

S'^y/  =  —  yi  -H  72  +  73  —  y*  —  y»  +  ys  -t-  y:- 


—  a.  —  a. 


«7» 
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D'autre  part,  les  valeurs  de 

^•if       piy       '/h       Qj 

tirées  des  Tableaux  IX,  XII,  XIV  et  XVI  sont  les  suivantes. 


Tableau  XX. 

Valeurs  de  a,-,  [3/,  y,-,  â,-. 


/. 

1. 

0_ 

3. 

4. 

5. 

G. 

7. 

SOMME 

des 
valeurs 
numéri- 
ques. 

<Xi... 

o,i4oC)9i 

o,i4o9ii 

0 , I 4 I 620 

0, I 42601 

0, 1 43291 

o,i448o5 

0,  i4<>i 5i 

1 ,000000 

h-.- 

o,i834G<) 

o, 164869 

0 , 1 I 20 I 4 

0,039643 

-0,029104 

-0,1 691)9 

-0 , 3o 1 3  4 1 

0,999999 

Y/  •  •  • 

-o,'2i48i 

-o,o838o 

-0,11 106 

0,18789 

0,18587 

o,oi564 

-0 , 20090 

I , 000000 

0,-  . . . 

-0,9.322g 

-o, 1 r 193 

0,2  {03; 

-0,12110 

-0,1  ',716 

0,027 j 2 

0 , 1 1 9()3 

I ,000000 

(i38) 


{ 


Cela  posé,  on  trouvera 

S'a,- -"=  0,565753  —  o, 434^47  =  o,i3i5o6, 
S"a,=  0,5-2217  —  0,427783=  0,144434, 
S"'a,==  0,5-3517—0,426483=:  o,  147034, 
S"  (3,==  —  0,547001  -I-  0,452998  =: —  o,  094008, 
S'" (3,  =  —  0.694012  -i-  0,805987  =:~o,388o25, 
S'"-// =:r  — 0,65846    -f- 0,34154    =  —  0,81692. 

Aux  valeurs  corrigées  de  0,,  fournies  par  le  Tableau  XIX,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  la  formule  (i36)  et  représentées  par 

correspondront  des  valeurs  corrigées  de  0^,  que  nous  représenterons 
par 
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Pi  qui  seront  déterminées,  non  plus  par  la  formule  (4o),  mais  par 
l'équation 

(le  laquelle  on  tire 

(.40)     0,-A"9,=  v/0.--A^t).  =  v/ô/-A^0,=:9,-^_l^^_-..., 
])ar  conséquent 

Lorsque,  à  l'aide  de  la  formule  (i4o),  on  veut  calculer  la  valeur  de  A*  0, 
avec  six  décimales,  on  peut  sans  inconvénient  réduire  cette  formule  à 

A*0 

('42)  A^9i=--j^         ou         A'9i=^ej'A'@i. 

Kn  effet,  comme,  des  valeurs  numériques  de  A^0,  fournies  par  le 
Tableau  XVII,  la  plus  grande,  savoir  0,000079,  reste  inférieure  au 
nombre  0,0001  et  donne  en  conséquence  pour  valeur  de 

(A^0,)S 
à  plus  forte  raison  pour  valeurs  de 

8  "-'        8  61 

(0,-  étant  plus  grand  que  l'unité),  des  nombres  inférieurs  à 

0,00000001, 

l'erreur  produite  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i/ii)  par 

l'omission  du  terme 

(A^0,)^ 
8  6f 

ne  s'élèvera  pas  à  un  cent-millionième.  Il  y  a  plus  :  on  peut  en  dire 
autant  de  l'erreur  produite  par  l'omission  du  terme  dont  il  s'agit  et  de 
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tous  ceux  qui  le  suivent,  car  on  tire  de  l'équation  (i4o) 


1^<.Q.-Q._^Q 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


(.43)  A*9,=  ^®^  +  ^'® 


2Ô,-    ^    iQi 


•-^ 


Or,  pour  tirer  la  formule  (i 42)  de  la  formule  (i43),  il  suffira  d'omettre 
dans  cette  dernière  le  terme 


évidemment  inférieur  au  produit 

A*0, 


2     Vi+v/i— A*0,- 
et,  à  plus  forte  raison,  au  produit 
0,0001 


—  I 


I  +  v^  I  —  o ,  000 1 
_  o.oooi  /   2 \  _  0,0001  O , oooo5  _  o , 00000000.5 

^    V-, 99995    V~~^t;^^--3;^^^^<^'«°°^^^«'- 

Si  maintenant  on  substitue  dans  la  formule  (142)  les  valeurs  de  0,  et 
de  A'0,  que  fournissent  les  Tableaux  III  et  XVII,  alors,  en  effectuant 
le  calcul  par  logarithmes,  on  obtiendra  les  valeurs  de 

ô/'A*0,- 
et  d.e 

A*0, 

que  renferme  le  Tableau  suivant. 
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L'exactitude  des  valeurs  de  A'0/  comprises  dans  le  Tableau  XXI  se 
trouve  confirmée  par  les  observations  suivantes. 
Les  formules  (117)  donnent 

/  s  A*0,-=      A*0i+A^02+A*03  +  A*04+A*05+A*06  +  A*07  =  o» 
)  S'A*0,=      A*0,  +  A^0,4-A*03+A*0,— A^05-A*06— A*07  =  o, 

^'^^^    j  S"A*0,  =  -A''0i-A*02-i- A*03+A^0,+  A^05+A^06-A*0,=  u, 
f  S'"A*0,-.-— A*0i+ A*02+A^0a— A'*0,— A*05  4-A*06+ A*07=o. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  ç  la  moyenne  arithmétique  entre  les 
valeurs  extrêmes  de  ^»  c'est-à-dire  entre  ^  et  j,  de  sorte  qu'on  ait 

1  /  I        I 

la  différence  entre  j  et  ç  ne  surpassera  jamais 
f        _        I  _  I  /  j i^ 

par  suite,  la  différence  entre  A''0,=::  ^A'0,  et  le  produit  ^çA'0,  ne 
surpassera  jamais  la  quantité 

Or  la  différence  entre  les  valeurs  de  ^  et  ~,  calculées  à  l'aide  du 
Tableau  lll,  dans  lequel  on  trouve  leurs  logarithmes,  sera 

Pour  l'eau 0,7613  —  0,7440  =  0,0073 

Pour  la  solution  de  potasse 0,7145  —  0,7060  =  o,oo8:3 

Pour  l'huile  de  térébenthine 0,6800  —  0,6694  =  0,0106 

Pour  le  crownglass,  T"  espèce o,656o  —  0,6474  =  0,0086 

»       2*  espèce....  o,6554  —  0,6466  =  0,0088 

»       3"  espèce....  0,6482  —  o,633i  =  0,0101 

Pour  le  llintglass,  r"  espèce 0,69.42  —  0,6096  =  0,0146 

»  '2®  espèce 0,6159  —  o ,  6002  =  0,0157 

ù  3'  espèce 0,6148  —  0,5989  =  0,0159 

»  4"  espèce 0,6143—0,5984  =  0,0159. 

OKuvres  de  C—  i>.  Il,  l.\.  -4^ 
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Donc  le  quart  de  cette  différence  sera,  pour  toutes  les  substances  em- 
ployées par  Frauenhof'er,  inférieure  à 

o,oi6o  , 

— j — =0,004, 

à  plus  forte  raison  à  0,01;  et,  comme,  dans  le  Tableau  XVII,  la  plus 
grande  des  valeurs  numériques  de  A'&i  est  représentée  par  le  nombre 
0,000079,  il  est  clair  que  le  produit  (146),  c'est-à-dire  la  différence 
entre  A*©,-  et  le  produit 

restera  inférieure  à  un  millionième.  Donc  les  valeurs  de  A^ô,  et  celles 
du  produit  ^çA''©,,  exprimées  en  millionièmes,  seront  représentées 
par  les  mêmes  nombres,  de  sorte  que,  en  s'arrètant  à  la  6^  décimale, 
on  aura 

(•47)  A'9,=içA*0/- 

Cela  posé,  des  formules  (i44)  multipliées  par  ^ç  on  tirera  • 

/S  A'Oi=  Ai9i4-A*9,+  A^Ô3+Ai&i+A^9,+  A*56+A''5,  =  o, 
)  S'Ai5,=  A^9,+  A^9,+  A*53+A*9,-A*9,-A^9„-A^9,=  o, 
i  S"A^Ô,  =  -Ai9,-A*S,+  Ai&34-A^0v4-A^55+A^9c-A^9,=  o, 
1  S'"A^9,-  =  -  A^9,+  A^9,H-  A^93-  A'9,-  \'9,+ A^O,^  A'9,  =  o. 

Or,  si  l'on  combine  successivement  la  première  des  équations  (148) 
avec  la  seconde,  puis  avec  la  troisième,  on  en  conclura 

A*9,  +  A*52+A*93-f-A*9i  =  o,         A^^s-f- A*5«+A*9,=  o,    " 

puis 

à'9,+  X*9,-^  A'9,-h  A'*6,  =  o,         A*0,4-A*02-t-A*Ô,=ro, 

et,  par  conséquent, 

(149)  A*9,  +  ^'*9,  =  -{^'9,^  1^9,)  =  A*Ô5-f-  A*9o=---  A*Ô,. 

Donc  les  quatre  quantités 

(i5o)  A^9,+  A*9„     A*$3+A^94,     A'^9s-hA'9„     A*9, 
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Les  résultats  fournis  par  le  Tableau  XXI  peuvent  encore  être  invo- 
qués à  l'appui  des  conclusions  précédemment  énoncées,  suivant  les- 
quelles les  valeurs  de  A*0,,  et  par  suite  celles  de  A'O,,  doivent  être 
comparables  aux  erreurs  d'observation.  Effectivement,  lorsqu'on  passe 
de  l'une  ii  l'autre  des  deux  séries  d'expériences  faites  sur  l'eau  et  la 
troisième  espèce  de  flintglass,  les  valeurs  de  0/  présentent  les  varia- 
tions ci-dessous  : 

Tableau  XXIII. 
Variations  de   9,-   dans   le  passage   d'une  série  d'expériences  à  une  autre. 


/=  1. 

/  =  2. 

/  =  3. 

/=  4. 

i  —  5. 

/  =  6. 

/  ---  7. 

(  i  '"  série 

1 ,330965 
1,330977 

o,oooo4'. 

I ,331712 
I ,331709 

-o,ooooo3 

1,333577 
1,333577 

0,000000 

1, 335851 
1,335849 

1,337818 
1,337788 

-0 , oooo3o 

1 ,341293 
1 ,341961 

-0,0 000 3 9 

<,V,ii77! 
1.34  11  69  1 

^''-     ^'"'^"•1  1^  série 

Varialion  de  0,. . . 

-0,000009 

-0,00001 5 

f>       171-  t  1    r,  (  3*  espèce,  I'* série, 
f),-.     H.ntglass.|         ^      '^e  g^ne. 

Varialion  de  0,-. . . 

I  ,fi5>656/| 
1 ,  69.6596 

0,0000  3  •>. 

1, 69.845 1 
1,698469 

0,000018 

1,633666 
1,633667 

0 , 00000 I 

I ,64o544 
I ,640495 

-0 , 000049 

1,646780 
I ,646756 

-0,000094 

1,658849 
1,658848 

1 ,669680  1 
1 , 6(i()<i86 

0 ,  000000 

-0 , 00000 I 

Ainsi  les  valeurs  de  0,  fournies  par  les  expériences  de  Frauenhofer 
admettent  des  erreurs  comparables  aux  nombres 

0,0000^2,    0,0000/49, 

renfermés  dans  les  4^  et  7*^  lignes  horizontales  du  Tableau  XXIII.  Or 
ces  nombres  surpassent  évidemment  les  nombres 

0,000020     et     0,000024, 

qui,  dans  les  Tableaux  XXI  et  XXII,  représentent  les  plus  grandes  va- 
leurs numériques  de  A" 6,. 

Comme  on  l'a  déjà  remarqué,  les  valeurs  de  0/  déduites  de  l'obser- 
vation méritent  moins  de  confiance  que  les  valeurs  corrigées  de  0,, 
représentées  par  0,  — A''0j.  Pareillement  les  valeurs  de  0,  fournies 
par  l'observation  doivent  mériter  moins  de  confiance  que  les  valeurs 
corrigées  de  0,-,  représentées  par  0,  —  A*0,  et  inscrites  dans  le  Tableau 
suivant. 
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Les  valeurs  de  A*6,-  et  de  ô/—  A'ô^  que  renferme  le  Tableau  XXIY 
peuvent  être  directement  déduites  de  l'équation  (142)  ou  (1/17)  jointe 
à  la  formule  (i36).  D'ailleurs,  si  l'on  substitue  aux  valeurs  de 

0„      0„      03,     0„     03,      0c,      07, 

que  fournissent  l'une  des  séries  d'expériences  faites  sur  l'eau  ou  la 
troisième  espèce  de  flintglass,  les  moyennes  arithmétiques  entre  les 
valeurs  déduites  de  la  première  et  de  la  seconde  série,  les  for- 
mules (1 35),  (i3G)  et  même  la  formule  (147)  fourniront  pour  chacune 

des  quantités 

U,     U',     U",     \j"',     A'&t    et     \'6,; 

non  l'une  des  deux  valeurs  correspondantes  aux  deux  séries  d'expé- 
riences, mais  une  troisième  valeur  qui  sera  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  deux  premières.  Il  y  a  plus  :  le  calcul  n'étant  point  poussé 
au  delii  des  millionièmes,  l'équation  (4o)»  présentée  sous  la  forme 

(l52)  9,--\/^> 

donnera,  dans  la  même  hypothèse,  pour  chacune  des  quantités 

ô,,    e,,    e„    Q„    B„    9„    0,, 

une  valeur  égale  à  la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  fournies 
j)ar  les  deux  séries  d'expériences  faites  sur  l'eau  ou  la  troisième  espèce 
de  flintglass.  C'est  du  moins  ce  que  l'on  prouvera  sans  peine,  en  ayant 
égard  à  l'extrême  petitesse  des  variations  que  subit  0/  dans  le  passage 
de  la  première  série  d'expériences  à  la  seconde. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  résulte  que,  pour  chacune  des  quantités 

Bi,     ^'Qi     et     Qi  —  \''6i, 

les  deux  valeurs  relatives  à  l'eau  ou  à  la  troisième  espèce  de  flint- 
glass, et  inscrites  dans  deux  colonnes  verticales  du  Tableau  XXIV, 
peuvent  être  remplacées  par  une  troisième  valeur,  qui  sera  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  deux  premières,  et  méritera  évidemment  plus 
de  confiance.  En  opérant  de  cette  manière,  on  réduira  le  Tableau  XXIY 
à  celui  que  nous  allons  tracer. 
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§  VII.  —  Suite  des  applications  numériques. 

La  valeur  corrigée  de  0,,  qui  dans  le  paragraphe  VI  se  trouve  repré- 
sentée par 

et  déterminée  en  fonction  de  U,  U',  U",  U'"  par  la  formule  (i36),  ne 
vérifie  qu'approximativement  la  condition  de  se  réduire  à  l'unité, 
quand  on  remplace  l'un  des  milieux  réfringents  par  l'air  {voir  le  Ta- 
bleau XIX),  ce  qui  revient  à  supposer 

U  =  7,  U'=:l,  U"=i,         U"'=i. 

Mais  on  pourrait  modifier  nos  formules  de  manière  que  cette  même 
condition  se  trouvât  rigoureusement  remplie.  Pour  y  parvenir,  il  suf- 
fira de  considérer  la  quantité©,  que  détermine,  dans  le  paragraphe  VI, 
l'équation  (r23),  comme  représentant  la  première  valeur  approchée 
de  chacune  des  quantités 

©.,        ©2,        ©3,        04,        ©5,        06.        07, 

et  de  substituer  en  conséquence  aux  équations  (i  i3),  (ii4)  les  for- 
mules suivantes 

j      0,=  0+A0„  02=0+102,  ...,  0,=  0+A0„ 

Ia0,  =&;  +  A20„  A02  =2r;  +  A^02,  ...,  A0,  =&;  +  A20„ 

(0       A2  0,  =  2-';  +  A='0„  A='0,  =  &;  +  A^02,  ...,  A^0,=  &;+A30„ 

/a30,  =  &';'4-A*0„  A3  02=2r™-+-A*0„  ...,  A3  07=:Hr!'+A*0„ 


0='S0    =    01+02+03+04+05+06  +  07 

7 

^-:S"S"A^-0,       ^  ""      ^2-I^'S"A«0,  ^  ^  ®''  •••'     ■'-'-WWr^^Wi^  ^^^' 
2i'^A3  0,                                  l'^A»©  S'^As© 

'"  —  ^1       S'"  A»  0  •  "b"'  —  ^      <"'  A3  «  %'"  —       ^     ^    ^^7      cw   A  3  fti 

1  ~  v;'" S'"  A^ 0 ■  "        2— _2'/'j^"/^3  0.^  ^  ""  •  •  ••'     ^7  —  vFg^^50- ^  -^  ^'z, 
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dans  lesquelles  on  désigne  par 

se,-,     S'A0„     S"A20„     S'"A'0,-,     ... 
les  sommes  des  valeurs  de 

0„    A0„    AH-)„    A^0„     ... 

relatives  aux  divers  rayons,  mais  prises  tantôt  avec  le  signe  -h,  tantôt 
avec  le  signe  — ,  de  manière  que  les  valeurs  numériques  de  ces  sommes 
se  réduisent,  du  moins  pour  certaines  substances,  aux  sommes  des 
valeurs  numériques,  et  par 

2'S'A0,-,     r'S"A^0,-,     1"'S"'A'&,;     ... 

les  sommes  des  valeurs  numériques  de 

S'A0,-,     S"A'^0,-,     S'"A^0,-,     ... 

relatives  aux  diverses  substances.  Effectivement,  si  l'on  remplace  le 
milieu  réfringent  par  l'air,  ce  qui  revient  à  poser  généralement 

0,-1, 

on  tirera  des  formules  (i)  et  (2)  : 

I"  0  =  1         et,  par  suite,        A0,=:  o,         quel  que  soit  i, 

donc  aussi  S'A0,=  o; 

■?."  y^zzzo        et,  par  suite,         A-0,  =  o,         quel  que  soit /, 

donc  aussi  S"A-0,  =  o; 

3"  ^'î=o,        et,  par  suite,        A^0/=o,         quel  que  soit /, 

donc  aussi  S"'A'0/=  o; 

4°  Srjizio,        et,  par  suite,         l''Qi  =  o,        quel  que  soit /, 

etc.  Donc,  en  définitive,  les  formules  (i)  et  (2)  donneront,  quand  on 
substituera  l'air  au  milieu  réfringent, 

A0,  =  o,        A2  0,=  o,        l^&r-=o,        A*0,:^o, 

OEiwifs  de  C.  —  S.  M,  t.  X.  44 
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et,  par  conséquent, 

0,-  A0,z^  0,  -  A^0,=  0,-  A^0,  ^  0,-  A*0,  =  . .   =1. 

D'ailleurs  les  formules  (i)  diffèrent  des  formules  (ii3)  du  para- 
graphe YI  en  un  seul  point,  savoir,  que  les  valeurs  de  A©,  s'y  trouvent 
déterminées,  non  plus  par  des  équations  de  la  forme 

0,  —  'bi  -+-  A0,        ou        A0,  =:  0,  -  &,, 

mais  par  des  équations  de  la  forme 

0,  =  0  +  A0,        ou        A0,  =  0,  -  0. 

Du  reste,  les  nouvelles  valeurs  de  A0/,  comme  les  premières,  s'éva- 
nouiraient si  l'on  pouvait  réduire  la  formule  (4^)  du  paragraphe  VI 
à  la  formule  {^^)  du  même  paragraphe,  puisqu'on  aurait  alors 

0,  =  0,  i^:  03  =  0i  ""  05  =  06  r=  0,  =:  0. 

Donc  les  nouvelles  valeurs  de  A0/,  comme  les  premières,  seront  des 

quantités  du  même  ordre  que  b^.  Elles  satisferont  aussi,  comme  ell^s, 

à  l'équation 

K,  A0,  +  Kj  A02  +- . . .  +  K„  A0«  =  o, 

que  l'on  déduira  immédiatement  des  équations  (4')  Pt  (4^)  ^u  para- 
graphe Al,  jointes  aux  formules 

0,-0  +  A0,,         0,:^^0  +  A0o,         ...,         0„  =  0  +  A0„; 

et  c'est  à  l'aide  des  mêmes  règles  que,  dans  les  formules  (ii 3),  §V1, 
et  (i),  §  VII,  on  déduira  successivement  les  valeurs  de  A^0,,  A*0,, 
A''0,,  ...  des  valeurs  déjà  calculées  de  A0,.  Enfin  les  formules  (i) 
et  (2),  aussi  bien  que  les  formules  (ï  i3)  et  (i  14)  du  paragraphe  VI, 
entraîneront  les  conditions  (116),  (117),  (118),  (119)  du  para- 
graphe VI,  à  l'exception  de  la  première  des  conditions  (116)  et  de 
celles  des  conditions  (n8),  (119)  qui  renferment  le  signe  Z.  Cela 
posé,  en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  on  prouvera  que 
les  formules  (t),  comme  les  formules  (i  i3),  §  VI,  fournissent:  i"  des 

valeurs  de 

A0„     A^0„    A^0„     A^0„     ... 
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rnspectivoment  comparables  aux  cooffîcionts 

I),,     1)3,     h„     bs,     ..., 

par  conséquent  des  valeurs  de  A' 6^  comparables  aux  erreurs  d'obser- 
vation, puisqu'on  a  vu  qu'on  peut  sans  erreur  sensible  supposer  bg^  o; 

2"  des  valeurs  de 

0/-A*0„ 

ou  valeurs  corrigées  de  0,,  qui  pourront  être  substituées  aux  valeurs 
de  0,  directement  tirées  des  expériences,  et  mériteront  même  plus  de 
confiance  que  ces  dernières. 
Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

/  _  I'A0,  „  _    I  AQ,  ___    rA0, 

K'"rS'A0/  '^'"rS'Ae,'  '"'         '"^'~2'S'A0,' 

I     _    2"A2  0,  _    2"A2  0,  _    1"A^Q, 

(  3  )   :  '^ '  ^  r' S^'Â^0/  '  '''■''"  I^S'^ ©;•  '  "  '  '         ^^'~  i"S"A^0,-  ' 

—  y^^^r^fr^Q,  '  ^^2  -  s"r  §///  ^3  © .  '  '  "  '  '  ^7  -  £,„  g.,  ^3  0 .  ' 


les  formules  (2)  donneront 

2r;=[3,S'A0,-,  .^;=r^,S'A0„  ...,  2r;=^,S'A0„ 

2r';--=y,S"A^0„         ^;  zn:  y,S"  A^0„  ...,  2r^=z  y,S"  A^0„ 

'  y;  =--  ô,  S'"  A^ 0„      y;  --^^  6,  s'" a» 0,,  . . . ,  sr:  --  à,  s'"  a^ 0,, 


I 


et  l'on  tirera  des  équations  (3)  jointes  aux  équations  (i  17),  §  VI, 

!  8(3,=  o,        S';3,=z,, 

!  Sy,  — o,         S'y,=io,         S"y/=i, 

J    Sô,=0,  S'Ô,=:zO,  S"a,-—  O,  S"'(5,=  I, 


Si  maintenant  on  applique  aux  expériences  de  Frauenhofer  les  for- 
mules (i),  (3)  et  (4),  alors,  en  partant  des  valeurs  de  0  données  par 
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le  Tableau  VllI  du  paragraphe  VI,  on  reconnaîtra  que  les  sommes  dé- 
signées par 

S'0,-,     S"0,-,     S'"0,- 

peuvent  rester  composées  comme  l'indiquent  les  équations  (49)  du 
même  paragraphe;  et,  en  posant  en  conséquence 

S'0,-    =  0,   +    0,  +    0,  H-    0;  —    05  -06-0,, 

,    S"0,-  =  -  0,  -  0.,  +  0,  -H  0,  4-  0,  -H  0„  _  0., 
(6) 

S'"  0,  -^,  -  0,  +  0,  +  03  -  0,  _  03  +  0,  -f-  0v, 


on  obtiendra  successivement  les  valeurs  de 

A0,-,     (3,-,     2;;.,     A^0,-,     y„     %     A^0„     a,-,     y.,     A^0, 

que  fournissent  les  Tableaux  suivants. 

Les  nombres  compris  dans  la  dernière  colonne  verticale  du  Ta- 
bleau I  servent  à  prouver  la  justesse  de  nos  calculs;  car  ces  nombres, 
qni  représentent  les  diverses  valeurs  des  trois  sommes 

i'0,     !'&„    l'à&i, 

dont  chacune  se  compose  uniquement  de  termes  positifs,  vérifient  les 
formules 

r0,=  i'0  +  i'A0,,       r0,=r^i'0  +  2'A0,,       ...,       I'&,=  l'&  +  1  à@„ 
que  l'on  déduit  immédiatement  des  premières  des  équations  (  i53j. 
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D'après  le  Tableau  qui  précède,  la  plus  grande  des  valeurs  numériques 
de  A"*©/,  représentée  par  le  nombre 

0,000 io3, 
est  de  beaucoup  inférieure  au  nombre 

0,000109 

qui  représente  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  des  variations 
de  Qi  comprises  dans  la  7^  ligne  horizontale  du  Tableau  VII  du  §  VI, 
d'où  il. résulte  encore  que,  dans  l'application  de  nos  formules  aux 
expériences  de  Frauenhofer,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire 
le  second  membre  de  l'équation  (i)  ou  (9)  (§  VI)  à  ses  quatre  pre- 
miers termes.  Il  y  a  plus  ;  en  raisonnant  comme  dans  le  §VI,  on  prou- 
vera que  les  valeurs  de  0/  déduites  de  l'expérience  méritent  moins 
de  confiance  que  les  valeurs  corrigées  de  0^  qu'on  tirerait  des  équa- 
tions (i)  en  y  remplaçant  généralement  A*0j  par  zéro.  D'ailleurs, 
comme  en  vertu  des  formules  (i)  on  aura 

7)  0,=:0  +  &;  +  &;'  +  ^r4-A*0,-, 

les  valeurs  corrigées  de  0,,  ou  celles  qu'on  obtiendra  en  remplaçant, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (7),  A0/  par  zéro,  seront  évi- 
demment les  diverses  valeurs  du  polynôme 

(8)  0  4-  s;  +  &;  +  &r=  0—  A^0,. 

Cela  posé,  on  tirera  sans  peine  des  Tableaux  I,  III,  V  et  VII  le  Tableau 
suivant  qui  offre,  non  seulement  les  valeurs  de  0,  immédiatement 
déduites  de  l'expérience,  mais  aussi  les  valeurs  corrigées  de  0,  ou,  en 
d'autres  termes,  les  valeurs  de 

0,-  A*0„ 

et  montre  comment  ces  dernières  valeurs  se  trouvent  formées  par  l'ad- 
dition des  quantités 

a         Of'  ^"  5-'" 
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Dans  lo  Tableau  VIII,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  les  valeurs  numé- 
riques des  quatre  quantités 

(9)  ®,  ^'i,  %>  ^r 

forment  généralement  une  suite  décroissante.  La  seule  substance  pour 
laquelle  cette  condition  ne  soit  pas  toujours  remplie  est  l'huile  de 
térébenthine.  Encore,  pour  cette  substance,  les  exceptions  sont-elles 
seulement  relatives  à  la  valeur  numérique  de  ^J,  qui  devient  supé- 
rieure, quand  il  s'agit  des  rayons  B,  G,  D,  F,  à  la  valeur  numérique 
de  ^".. 

Les  valeurs  de 

fournies  par  le  Tableau  VIII,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  les  carrés 
des  indices  de  réfraction,  calculés  pour  les  rayons  et  les  substances 
auxquelles  se  rapportent  les  expériences  de  Frauenhofer,  et  corrigés 
d'après  les  principes  ci-dessus  exposés,  se  réduisent  évidemment, 
pour  chaque  substance,  à  sept  valeurs  particulières  d'une  même  fonc- 
tion linéaire  des  quantités 

p(>       yiy       ^h 

et  pour  chaque  rayon  à  des  valeurs  particulières  d'une  fonction  linéaire 
des  seules  quantités  ^ 

(lo)  0=rlS0,-,        U'=S'0,-,        U"=S"0/,        U"'=S"'0,-. 

En  effet,  on  tirera  successivement  des  équations  (i)  et  (4) 

A0i  =  0,  — 0, 

S'  A0/  =  S'(0,- -  0)  =  S'0,-  -  0  —  U' -  0, 
puis 

2r;.=(U'-0)P,-, 

A^0,=  A0,-  -  &;•  =:  0,-  0  -  (U'-  0)[3„ 

S"  A20,=  S"  [0,-0  -  (U'-  0)(3,]  =  S"0,  -  0  -  (U'  -  0)S"[3,- 

—  U"-0-(U'-0)S"(3,-, 
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puis  encore 

27j=[U"-0-(U'-0)S"(3,]y,-, 

A=»0,=:A20,-^J=0,-0-(U'-0)(3,-[U"-0-(U'-0)S"(3,]y„ 
S"'A'0,=  S"'J0/-0-(U'-0)[3,--[U"-0-(U'-0)S"|3,.]|y, 
^  U"-  0  -  (U'-  0)S'"(3,—  [U"-  0  -  (U'-  0)S"[3,]S'"y,-, 

et  enfin 

y^=  j  []"'-  0  -  (U'-  0)  ^'"^i-  [U'"-  0  -  (U'-  0)S"[3,]S"'y,|  ô,-. 

Or,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de 

Sri-,  y'i,  y'i 

dans  le  premier  membre  de  l'équation  (8  ),  on  tirera  de  cette  équation 

1  0.-  A*0,=  0  +  (U'-  0)(3,-+  [U"-  0  -  (U'-  0)S"ê,]y, 
^  "  M  +  I  U"'-  0  -  (U'  -  0)  S'"  [3,—  [U"-  0  —  (U'-  0)  S"  p,-]  S'"  y,- 1  o\. 

Telle  est  la  formule  à  l'aide  de  laquelle  la  valeur  corrigée  de  ©,,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  valeur  de  0,  — A*0/,  se  trouve  déterminée 
pour  chaque  substance  en  fonction  linéaire  des  quantités 

qui  varient  avec  les  divers  rayons,  et  pour  chaque  rayon  en  fonction 

linéaire  des  quantités 

0,    U,    U',     U" 

qui  varient  avec  la  substance  que  l'on  considère.  D'ailleurs  on  recon- 
naîtra sans  peine  :  i"  que,  si  le  second  membre  de  la  formule  (i  i)  est 
substitué  à  la  place  de  0,—  A*0,  dans  les  quatre  sommes 

S(0,-A*0,),     S'(0,-A^0,),     S"(0,-A^0,),     S"'(0— A^0,), 

ces  quatre  sommes,  réduites  à  leur  expression  la  plus  simple  en  vertu 
des  équations  (5),  deviendront,  comme  on  devait  s'y  attendre, 

70  =  S0,-,        U'  =  S'0,-,         U"=S"0,-,         U'"— S"'0,-; 

2"  que,  en  substituant  l'air  au  milieu  réfringent  et  posant  en  consé- 
quence 

0,  =  I,  0=U'=U''  =  U*'=:I, 

on  réduit  le  second  membre  de  la  formule  (i  i)  à  l'unité. 
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Pour  tirer  de  la  seule  formule  (ii)  les  valeurs  corrigées  de  0,  rela- 
tives aux  divers  rayons  et  aux  diverses  substances,  il  suffirait  d'y  sub- 
stituer aux  quantités  0,  U'  —  0,  . . .,  ^,,  y^,  o,  les  valeurs  de 

0,    ll  =  S'A0/,        t)r=S"A20,,        WziiS'"A30, 

et  de 

(3,-,    -//,    ai 

fournies  par  les  Tableaux  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  les  Tableaux  IX  et  X. 

Alors  les  valeurs  de 

S"(3„     S'"[3,,     S'"y„        ' 

déduites  des  formules  (6),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  for- 
mules (137)  du  §  VI,  deviendront  respectivement 

iS"[3/  =  0,430573  —  0,569427  =—  o,  1 38854, 
S"'  (3,-  =  o ,  3 1 5965  —  o ,  684o35  =  —  o ,  368070, 
S"'y,  =  0,27751    —0,72250   =  —  0,44499. 

Aux  valeurs  corrigées  de  0/,  fournies  par  le  Tableau  VIII,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  la  formule  (i  i),  et  représentées  par 

0,-A^0„ 

correspondront  des  valeurs  corrigées  de  6,,  que  nous  représenterons 
par 

et  qui  seront  déterminées  par  la  formule  (139)  du  §  VI,  à  laquelle  on 
pourra  substituer  encore  la  formule  (142)  du  même  paragraphe,  sa- 
voir 

(i3)  A*0,-=  — f^=z|07»A*0,. 

Or,  de  cette  dernière  formule,  combinée  avec  le  Tableau  III  du  §  VI  et 
le  Tableau  VII  du  §  VII,  on  tirera,  en  effectuant  le  calcul  par  loga- 
rithmes, les  valeurs  suivantes  de 

ej'à'Si    et  de    A*0,. 
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368  NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES. 

Les  résultats  fournis  par  les  Tableaux  XI  ou  XII  peuvent  encore  être 
invoqués  à  l'appui  de  l'assertion  précédemment  émise,  suivant  la- 
quelle les  valeurs  de  A*0/,  et  par  suite  celles  de  A^'ô,-,  doivent  être 
comparables  aux  erreurs  d'observation.  Effectivement,  il  résulte  du 
Tableau  XXIII  (§  VI)  que  les  valeurs  de  0/  données  par  les  expé- 
riences de  Frauenhofer  admettent  des  erreurs  comparables  aux  nom- 
bres 0,000042,  0,000049,  et  ces  nombres  surpassent  notablement 
les  nombres  0,000027,  0,000087,  ^'^''  *^^^"^  ^^^  Tableaux  XI  et  XII, 
représentent  les  plus  grandes  valeurs  numériques  de  A'*6/. 

Si  l'on  retranche  les  valeurs  de  A'ô^  fournies  par  le  Tableau  XI  des 
valeurs  de  G/  données  par  le  Tableau  I  du  §  VI,  on  obtiendra  les  va- 
leurs corrigées  de  0/  ou,  en  d'autres  termes,  les  valeurs  de 

telles  que  les  présente  le  Tableau  XIII. 

Si  maintenant  on  remplace  les  deux  valeurs  d'une  même  quantité, 
qui  correspondent  aux  deux  séries  d'expériences  faites  sur  l'eau  ou  la 
troisième  espèce  de  flintglass  par  la  moyenne  arithmétique  entre  ces 
deux  valeurs,  on  réduira  le  Tableau  Xlll  au  Tableau  XIV. 
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En  comparant  les  Tableaux  XII  et  XIII  aux  Tableaux  analogues  qui 
portent  les  numéros  XXII  et  XXIV  dans  le  §  VI,  on  reconnaît  que  les 
changements  apportés  dans  le  §  VII  aux  formules  à  l'aide  desquelles 
on  détermine  les  valeurs  corrigées  de  G^  font  très  peu  varier  ces 
mêmes  valeurs.  Effectivement,  les  différences  entre  les  valeurs  de 
A''0/  que  fournissent  les  Tableaux  XXII  du  §  VI  et  XII  du  §  VII,  étant 
exprimées  en  millionièmes,  seront  telles  que  les  offre  le  Tableau  sui- 
vant. 

Tableau  XV. 
Différences  entre  les  valeurs  de  ^^Qt  obtenues  dans  les  §  VI  et  VII. 


EAU. 

CROWNGLASS. 

FLINTGLASS. 

H    2 

_l     = 

o 

o 

p  ^ 

2  r 

£ 

S 

S 

o 

g 

s  ^ 

s  ^ 

g 

« 

" 

t- 

£ 

^ 

a. 

£ 

a. 

'^ 

- 

(N 

" 

^ 

w 

« 

« 

-" 

Pour  i 

^i 

4 

2 

5 

— 6 

<y 

( 

—  '2 

— 4 

-3 

o 

-4 

12 

'i 

3 

I 

1 

-3 

[ 

I 

—  I 

~2 

—  I 

o 

—2 

6 

3 

-3 

—  2 

—3 

4 

I 

I 

O 

3 

2 

o 

2 

/ 

4 

—4 

—3 

-\ 

5 

2 

I 

2 

5 

3 

l 

3 

—  lO 

5 

O 

o 

—  1 

o 

O 

O 

O 

o 

I 

o 

1 

—   I 

6 

G 

5 

7 

—9 

—  2 

—  2 

—  2 

—G 

— 5 

—  I 

—6 

'7 

7 

—6 

-i 

7 

8 

2 

2 

3 

G 

4 

I 

6 

—  17 

Donc,  parmi  ces  différences,  celles  qui  se  rapportent  au  cinquième 
rayon  ou  bien  à  la  3*^  espèce  de  flintglass  (i""^  série),  lorsqu'on  les  con- 
sidère abstraction  faite  de  leurs  signes,  ne  surpassent  pas  i  millio- 
nième; celles  qui  se  rapportent  aux  trois  espèces  de  crownglass  ne 
surpassent  pas  3  millionièmes;  et  toutes  généralement  sont  (abstrac- 
tion faite  de  leurs  signes)  inférieures  à  lo  millionièmes,  à  l'exception 
toutefois  de  celles  qui  sont  relatives  à  la  If  espèce  de  flintglass  et 
dont  les  valeurs  numériques  s'élèvent  au  plus  à  12  ou  17  millionièmes. 
Au  reste,  comme,  des  deux  systèmes  de  formules  employées  dans  les 
§  VI  et  VII,  le  dernier  seul  a  la  propriété  de  réduire  exactement  les 
indices  de  réfraction  à  l'unité  quand  on  remplace  le  milieu  réfringent 
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par  l'air,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  A'O/  et  de  0,  — A'O,-  fournies 
par  les  Tableaux  XII,  XIII  et  XIV  du  §  VII  méritent  plus  de  confiance 
que  les  valeurs  fournies  pour  les  mêmes  quantités  par  les  Ta- 
bleaux XXII,  XXIV  et  XXV  du  §  VI. 

Si  dans  la  formule  (i  i)  on  pose,  pour  abréger, 

/  it  =  U'  -  0, 

(i4)        V  =U"-0-(U'-0)S"(3,-, 

(  XV  =:  U'"_  0  _  ( U'-  0) S'"[3,- -  [U"-  0  -  ( U'-  0 ) S"(3,]  S'"y,-, 

on  tirera  de  cette  formule 

(i5)  0._A^0,:=0  +  1J,3,  +  tiy, +  mja„ 

puis,  en  négligeant  A"©,,  qui  est,  comme  on  l'a  vu,  comparable  aux 
erreurs  d'observation,  on  trouvera 

(i6)  0.^0  4_u^.  +  Vy.  +  H)ô.. 

A  l'aide  de  l'équation  (i6),  jointe  au  Tableau  X,  on  déterminerait  im- 
médiatement, pour  une  substance  quelconque,  des  valeurs  de  0,  très 
voisines  de  celles  que  fourniraient  les  observations,  si  l'on  connaissait 
les  valeurs  des  quatre  coefficients  ©,  II,  tl,  W  relatives  à  la  substance 
dont  il  s'agit.  Ajoutons  que  ces  coefficients  pourraient  se  déduire, 
moyennant  les  formules  (i4)  et  (12),  des  valeurs  supposées  connues 

des  quatre  quantités 

0,     U',     U",     U'". 

Mais,  comme  on  ne  saurait  obtenir  directement  et  sans  recourir  à  l'ex- 
périence les  valeurs  de  ces  quatre  dernières  quantités,  ce  qu'il  y  aura 
de  mieux  à  faire  sera  de  faire  servir  quatre  valeurs  particulières  de  0, 
données  par  l'observation,  par  exemple  celles  de 

©1,     03,     ©3,     07, 

à  la  détermination  de  0,  It,  V,  W,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la 
détermination  de  la  valeur  générale  de  0/.  On  y  parviendra  facilement 
en  opérant  comme  il  suit. 
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Si  dans  l'équation  (iG)  on  pose  successivement 

cette  équation  donnera 

\  03=0  +  K33+î>y3-h-H)a3, 


0- =  0  +  U  ;3,  +  f  y,  + -Uî  (5^. 

Or,  des  formules  (17),  jointes  au  Tableau  X,  on  pourra  déduire  les 

valeurs  de 

0,    M,    ti,    IX) 

exprimées  en  fonctions  linéaires  de 

01,    0„    05,    0:. 

Par  suite,  la  valeur  générale  de  0,,  que  détermine  l'équation  (16), 
deviendra  elle-même  une  fonction  linéaire  de  0,,  0.j,  ©5,  0..  On  arri- 
verait encore  aux  mêmes  conclusions  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  combine,  par  voie  de  soustraction,  la  première  des  for- 
mules (17)  avec  la  formule  (16),  on  aura 

puis,  en  divisant  les  deux  membres  par  fl,  —  fl,,  et  posant,  pour 
abréger, 

on  trouvera 

(19)  ?i:^-®^=ii  +  îiy;  +  îDô;. 

?i  ~  ?i 

Si  l'on  combine  encore,  par  voie  de  soustraction,  la  formule  (e()) 
avec  celle  qu'on  en  déduit  en  posant  i='5,  c'est-à-dire  avec  Téqua- 
tion 


(2Ô) 


^^— ^=î(  +  vy;+iï)<î;. 
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on  aura 

puis,   en   divisant  les  deux  membres  par  y)  — y'^,   et  faisant,  pour 
abréger, 

/         \  .5,,  5/  ^3 

(21)  ^l=- h 

on  trouvera 

(29.) 


e,-0,     03-0, 


y'i  -  73 


Enfin,  si  l'on  combine,  par  voie  de  soustraction,  la  formule  (22)  avec 
celle  qu'on  en  déduit  en  posant  «  =  5,  c'est-à-dire  avec  l'équation 

03-  0.  03-01 

(23)  tll^JL_^iLZlA^îi  +  ît,a;, 

'h       Va 


on  aura 


(26) 


0,-0,     03-01     05-01     03- e, 

t^/—  (Si       (Sa  —  [3i  __  [S5  —  [3i       [33  —  (3i  _  ij,  / ^«  _  ^//  N 

>''""■  73  75  "73 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

0,-0,  03—01  05  —  01  03—0, 

(24)  ^^^^^^^^^^ .»      ..,       ^^"^'^ -w; 

0,-  0  5 

et  comme,  en  prenant  «  =  7,  on  tirera  de  cette  dernière  équation 

0,-0,  03—0,  05—01  03-0, 

g7^^  ~  J^^         [S5  -  [3.  ~  PT^ 

(2.5  )  y'~  <^-^ ^ y-^~yi m 

l'élimination  de  tU  entre  les  formules  (24)  et  (23)  donnera 

0,-01    _    03-01  05-01    _    03-01  07-01    _    03-01  05-01    _    03-0.' 

^,-(3i        P3-(3.        [35 -[Si        (33- (3i        p,-[3.        P3-(3i        ^5- (3i        (33- [3, 

7>-  —  73 75  -  73  _  y'i  —  73     75— '73 

0:  —  O3  O7  — O5 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


0.::3  0,-f-^i_:Z^(0.^_0,)^âL^^    ij^Zjl 


(33-Pl 


(35- (3.  y; -y; 


05-0.-|3r||(0:,-e.)] 


(3.-^.  y;-y;ô;-ôJJQ^_^^_|^^Q^__^^, 


(37- [3,  y;- y;  ô; - ô; 


(33- P. 
(37— (3i  y;  —  i-, 
(35-^.  y;-y3 


;«^-«-H;^"^-"'^]i 


Afin  de  montrer  l'utilité  de  la  formule  (27),  supposons  que  pour  une 
substance  quelconque  on  ait  déduit  de  l'expérience  les  valeurs  de  0, 
représentées  par 

©1,        ©3,        05,        07 

et  correspondantes  aux  rayons  B,  D,  F,  H  de  Frauenhofer.  Pour  tirer 
de  la  formule  (27)  les  valeurs  de  0,  correspondantes  aux  rayons 

C,     E,     G, 

il  suffira  d'y  poser  successivement 


f  =  2,        f  =  4, 


f  ==6. 


D'ailleurs  les  formules  (iH)  et  (21)  jointes  au  Tableau  X  fourniront 
les  valeurs  de  y^,  §^,  ^\  comprises  dans  le  Tableau  XVI. 
Il  y  a  plus  :  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

la  formule  (27)  sera  réduite  à 

(  0,=z0j+B,(03-0,)4-C,[0,-0,-B,(03-0,)] 

^^^     \  +|).J0,_0,_lî^(03_0j)_C,[0,-0,-B,(03-0,)]|. 


376  NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES. 

Tableau  XVI. 

Délermination  des  valeurs  de  y'i,  ô',  et  o'-. 


i. 

1. 

3. 

4. 

0. 

6. 

7. 

SOMMES. 

3,- 

0, 190836 
0, 19083G 

0, 1G8772 
0,190836 

0,109002 
0,190836 

o,o3i390 
0, igo836 

-0,038191 
0, 190836 

-0, 171608 
0, 190836 

-0,362464 

-0,290181 

0,190836 

-0,481017 

0,000000 

1,335852 

-1,335852 

-0 , 000 1 1 
-1,14961 

I ,149^0 

0,0010 
-1,6492 

3, 

^i-h 

0,00000 

-0,022064 

-0,081 834 

-0, 159446 

-0,229027 

T' 

y, 

-o,i64'23 
-0,16423 

-0,08707 
-0,16423 

0,06720 
-0,16423 

0, 18408 
-0, 16423 

0,20259 
-0, 16423 

0,04608 
-0,16423 

-0,24876 
-0, 16423 

Y,- —  Y, 

0 , 00000 

0,07716 

o,23i43 

0, 34831 

0,36682 

o,2io3i 

-0,08453 

"s 

0/  

-0,2357 
-0,2357 

0,1094 
-0,2357 

0,2435 
-0,2357 

-0,1162 
-0,2357 

-0,1476 
-0,2357 

0,0207 
-0,2357 

0,1269 
-0,2357 

8i 

0/— 8, 

0,0000 

0,3451 

0,4792 

0,1195 

0,0879 

o,2564 

0,3626 

1 ,65o2 

L[±(T.— Ti)].. 

U^ii) 

8873922 
3436842 

3644197 
9129338 

5419659 
2026137 

5644530 
3598867 

3228599 
5592649 

9270109 
6821605 

24485o4 

5437080 

4514859 

3393522 

2045663 

7635950 

Y; 

-3,4971 
-2,8280 

-2 , 8280 
-2,8280 

-2,1845 
-2,8280 

-1 ,6016 
-2,8280 

-o,58o2 
-2,8280 

0,1757 
-2,8280 

-io,5i57 
-16,9680 

13 

-0,6691 

0 , 0000 

0,6435 

1 , 2264 

2,2478 

3, 0037 

6,4523 

L(8,— 0,) 

L[-(P/-pi)]. 

L(-8;) 

5379450 
3436842 

68o5i68 
9129338 

0773679 
2026137 

9439889 
3598867 

4089180 
5592649 

5594278 
6821605 

1942608 

7675830 

8747542 

5841022 

8496531 

8772673 

o'.-   

-15,6409 

-  5,8558 

-5,8558 
-5,8558 

-0,7495 
-5,8558 

-o,3838 
-5,8558 

-0,7074 
-5,8558 

-0,7538 
-5,8558 

-24,0912 
-35,1 348 

8', 

^3 

3/— 83 

-  9, 7851 

0 , 0000 

5, io63 

5,47-io 

5, 1484 

5,1020 

1 1 ,0436 

L[q=(8;—83)].. 
L[+(v',-y'3)].. 

99o5653 
8254910 

7081063 
8085486 

7381461 
0886321 

7116723 
3517577 

7077405 
4776566 

L  (  8'-) 

1650743 

8995577 

6495140 

3599146 

23oo839 

3i ,oio3 
22,3090 

8  ".   

14,6243 

4,4618 

7,9352 
4,4618 

4, 46 18 
4,4618 

2,2904 
4,46x8 

1,6986 
4,4618 

8"    

K—K 

10, 1625 

3,4734 

•  0,0000 

-2,1714 

-2,7632 

8, 7013 

L[±(S}-8",)]. 

0070006 

5407548 

3367398 

44 '4 123 

Or,  les  logarithmes  des  rapports  B,,  C/,  D/,  et  par  suite  ces  rapports 
eux-mêmes,  se  calculeront  aisément  à  l'aide  du  Tableau  XVI  et  offri- 
ront les  valeurs  comprises  dans  le  Tableau  suivant. 
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Tableau  XVII. 

Valeurs  de  B/,  C,,  D,. 


i. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

G. 

7. 

L[-(Pr-?i)] 

l[+(y',-y;,)] 

343G842 
8254910 

9129338 

2026137 

8085486 

3598867 
0886321 

5592649 

3517577 

6821605 

4776566 

Somme 

1G91752 
0070006 

ou  1623 

5407548 

4485i88 

91 10226 
3367398 

1598171 
44i4i23 

L[d=(ol-û'l')] 

Somme 

1761758 
6012294 

55I9I7I 

60 I 22g4 

2477624 
6012294 

6012294 

L(-f-D,) 

5719464 

9506877 

6465330 

D/ 

0 , ooooo 

0,03759 

0 , ooooo 

-0,08927 

0 , ooooo 

o,443i3 

1,00000 

L[.±(p,— p,)(ï/-T'3)]. 

L[-(?5-?i)(t'5-Y',)]. 

169 1752 
4485i88 

OII1623 
4485 188 

4485i88 

9110226 
4485 188 

1598171 
4 485 188 

L(ipG/) 

7206564 

5626435 

4625o38 

71 12983 

G/ 

o , ooooo 

-0, 03256 

0 , ooooo 

o,3653o 

I , ooooo 

2,90072 

5,14397 

L[-(P.— Pi)J 

L[-(P3-Pi)] 

3436842 
9129338 

9129338 

2026137 
9129338 

3598867 
9129338 

5592G49 
9129338 

6821605 
9129338 

L(B,) 

4307504 

•^896799 

4469529 

6463311 

7692267 

B/ 

o, ooooo 

0 , 26963 

I ,00000 

1,94841 

2,79868 

4,42926 

5,87796 

Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (29),  concevons  que 
l'on  y  substitue  les  valeurs  de  0,,  ©3,  ©5,  0^,  tirées  du  Tableau  VIII 
(§  VI)  et  relatives  à  la  solution  de  potasse.  On  aura 

(3o)     ©,=  1,958961,         03=1,967862,        05=1,982690,        ©7=2,006099, 

et  l'on  en  conclura 

(3i)    ©3- ©,  =  0,008901,        ©5 -©,  =  0,028734,        ©7— ©,  =  0,047188, 

OEuvres  de  C.  -  S.  n,  t.  X.  4^ 


(32)  \ 
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puis,  en  ayant  égard  au  Tableau  XV, 

05— 01— 65(03— 0,)  =  0,028784  —  0,02/191  I  = 0,001  177, 

07  —  0,-67(03 — 0,)  =  0,047188  —  0,0,52820=  —  o,oo5i82, 

07— 0,—  B7(03— 0,)- C7  [05— 0,— 65(03— 0i)]=  —  o,oo5i82 +  0,0060.54 

:=  0,000872. 

Par  suite,  la  formule  (29)  deviendra 

('63)  0/=  1,968961  +  0,008901  B/ —  0,001  i77C,-i-  0,0008720,-. 

Sî  dans  cette  dernière  on  pose  successivement 


4> 


f  tt:  6, 


les  valeurs  correspondantes  de  0/,  calculées  à  l'aide  du  Tableau  XVII, 
seront  celles  que  présente  le  Tableau  suivant. 


Tableau  XVIII. 

Valeurs  de  02,  0;,  0g  déduites  des  valeurs  de  0,,  03,  05,  07  et  relatives  à  la 

solution  de  potasse. 


i. 

2. 

4. 

G. 

Li'-^  D/) 

5749464 
94o5i65 

9506877 
94o5i65 

6j6533o 
94o5i65 

LC87'2) 

Somme 

5154629 

8912042 

5870495 

0,000872  Di 

o,oooo33 

— 0,000078 

o,ooo386 

L(+Q) 

L(i 177) 

7206564 
0707765 

5626435 
0707765 

4625o38 
0707765 

Somme 

79' 4329 

6334200 

5332803 

—  0,0011 77 C/ 

0 , 000062 

— 0,0004  )0 

— 0, 003414 

L(B,) 

4307304 
9494388 

2896799 
9^94388 

646331 I 
9494388 

L(8qoi) 

Somme 

3801892 

2391 187 

5957699 

0  00890 1  B/ 

0,002400 

0,017343 

0,039425 

e, 

1,958961 

2400 

62 

33 

1,958961 
17343 
— 43o 

-78 

1,958961 

39425 

—3414 

386 

0,008901  Bj 

0,001  177  C; 

0  000872  D; 

e, 

1 ,961456 

1,975796 

1,995358 
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Ainsi,  pour  la  solution  de  potasse,  lorsqu'on  fait  servir  les  va- 
leurs de 

0„        03,        0,,        0„ 

fournies  par  l'expérience,  à  la  détermination  des  valeurs  de 

0„       0;,       0e, 

on  trouve 

(34)  02=  1,961456,        0^=1,975796,        06=1,995358. 

D'ailleurs  les  valeurs  de  0.,  0,,  06,  fournies  par  les  expériences  de 
Frauenhofer,  sont  respectivement  {imir  le  Tableau  YIII,  §  VI) 

(35)  02=:  1,96  [442,        04 1=  1,975801,        08=1,995381. 

Les  différences  entre  ces  dernières  valeurs  et  les  précédentes,  savoir 

(36)  — o,ooooj4,     — 0,000000,     — 0,000023, 

sont  comparables  et  même  notablement  inférieures,  comme  le  prouve 
le  Tableau  VII  du  §  VI,  aux  plus  grandes  erreurs  que  comportent  les 
observations. 

Si  dans  la  formule  (29)  on  pose,  pour  abréger, 


(37) 


E,-  =  C,  —  C7D;, 

F,  =  B,-  B,I), -  B5(C,-  C,J),)  =  B,-  B,I), -  B5E,, 


cette  formule  donnera 

(38)  0,=  D,(0, -  0,)  +  E,(05-  0.)  +  F,(03-  0,)  +  0. 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(39)  0/=  (1  -  D,-  E,  -  F,)0,  +  F,03  +  E,05+  D,07. 

D'ailleurs,  des  formules  (87),  jointes  au  Tableau  XVII,  on  déduira 
facilement  les  valeurs  suivantes  des  coefficients  que  renferment  les 
formules  (38)  et  (Sg). 
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Tableau  XIX. 
Valeurs  de  D,,  E,,  F,-. 


i. 

2. 

-i. 

6. 

D, 

0,03759 

—0,08927 

o,443i3 

L(+D/) 

5749464 
7112983 

9506877 
7112983 

646533o 

* 

7112983 

LCCv) 

L(+C7D/) 

2862447 

6619860 

3578313 

Ci 

0,03256 

—0,19331 

o,3653o 
0,45918 

2,90072 
-2,27946 

-C-D, 

E, 

— 0,9.4587 

0,82448 

0,62126 

L(^E/) 

3907055 

4469529 

9161801 
4469529 

7932734 
4469529 

LrBs) 

L(:+:B5E,) 

8376584 

363i33o 

2402263 

L(^-D,) 

5749464 
7692267 

9506877 
7692267 

6465330 
7692267 

L(B7) 

L(+B7D,) 

3441731 

7199144 

4157597 

B, 

0,26963 

— 0,22089 

0,68811 

1,94841 

0,52470 

—2,30745 

4,42926 
— 2,60471 

-1,73871 

—  B7  D, 

—  B5E, 

F, 

0, 73685 

0,  i6566 

0, 08584 

L(F,) 

8673791 

2(92177 

9336897 

I 

I , 00000 
—0,03759 

0,24587 
—0,73685 

I , 00000 

0,08927 

-0,82448 

— 0,1 6566 

I ,00000 
— o,443i3 
— 0,62126 
— o,o8584 

—  D,- 

—  E, 

—  F, 

I  — D/— E,— F, 

0,47143 

0,09913 

— o,i5o23 

.  L[±(i-D,— E,— F,)] 

6734172 

9962051 

1767567 
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En  conséquence,  on  tirera  de  la  formule  (38) 

/  02=01  +  0,73685(03— 0,)  —  o»24587(0,-0i)  +0,03759(07—0,), 

(4o)      04=01  +  0,16566(03— 01  ) -h  0,82448(05—0,)  — 0,08927(07—0,), 

(  0czz:0,  +  o,o8584(03-0i) +0,62126(05-0,) +  o,443i3(07-0,), 

et  de  la  formule  (39) 

/  02^^:      0,4714301  +  0,7368503 — 0,2458705+0,0375907, 

(40  <  04=      o,o99i30i  + o,i656603+ 0,8244803 — 0,089270., 

(  06=:  —  o,  i5o230i+  o,o858403-H  0,6212605  +  o, 443 1 3 07. 

Les  formules  (4o)  ou  (4i)»  appliquées  à  une  substance  quelconque, 
donneront  pour  cette  substance  les  valeurs  de 

02,      0„      06 

quand  on  aura  déduit  de  l'expérience  celles  de 

01,         03,          05,         07. 

Pour  montrer  un  exemple  de  cette  application,  considérons  de 
nouveau  la  solution  de  potasse.  Alors  les  valeurs  des  quantités  0,, 
©3,  0g,  ©7  et  de  leurs  différences  successives  seront  fournies  par  les 
équations  (3o),  (3i),  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  for- 
mules (4o)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule  (38),  don- 
nera naissance  au  Tableau  suivant. 


382 
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Tablhau  XX. 

Valeurs  de  0.,,  ©4,  ©e  déduites  de  la  formule  (4o)  et  relatives 
à  la  solution  de  potasse. 


L(F/) 

L(e3-e,) 

L[(e3-ei)F,l... 

L(=E,-) 

L(e5— 61) 

L[q=(e5-ei)E/] 

L(±D/) 

1^(67-61) 

Lf±(0:-0,)D/] 

e, 

F/(03-  01) 

E,(05-0i) 

D/(07-0i) 

«/ 


2. 


8678791 
9494388 


8168179 


0907030 
3753709 


76()0764 


5749464 
6733712 


9.483176 


1 ,938961 

6359 

—  5835 

1771 


,961456 


>.i9iJ77 
9494388 


1686565 


9164801 
3753709 


2915510 


9506877 
6733712 


6240589 


1,958961 

1475 

19568 

—  4208 


1,975796 


9336897 
9494388 


8831285 


7932734 
3753709 


1686443 


646533o 
6733712 


3199042 


1,958961 

■M 
14745 
20888 


1,995358 


Or  ce  Tableau,  comme  on  devait  s'y  attendre,  reproduit  précisément 
les  valeurs  de  0o,  0,,  ©c  ci-dessus  déduites  de  la  formule  (29)  et 
déterminées  par  les  formules  (34). 

On  pourrait  faire  servir  les  valeurs  de  A"*©,,  données  par  le  Ta- 
bleau VII,  à  la  détermination  des  valeurs  corrigées  de  0,  que  four- 
nirait la  formule  (4o)  ou  (40  appliquée  successivement  aux  diverses 
substances.  Observons,  en  effet,  que  ces  formules,  comprises  elles- 
mêmes  dans  l'équation  (38)  ou  (39),  sont  déduites  d'une  équation 
qui  ne  subsiste  qu'approximativement,  savoir  de  l'équation  (lO),  qui 
devient  rigoureuse,  et  se  transforme  en  l'équation  (i5)  lorsqu'on  y 
remplace  0,  par 

en  substituant  à  0,  la  valeur  observée.  11  en  résulte  qu'à  leur  tour 
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les  équations  (38)  et  (Sq)  doviondront  rigoureuses  si  l'on  y  remplace 

0„        03,        0„        0„        0, 

par 

0,-A*0,,     03— A*03,     05— A*05,     07-A*0„     0,-A^0,. 

Ainsi,  par  exemple,  les  valeurs  observées  de 

01,    03,    05,    07,    0, 

vérifient  en  toute  rigueur  l'équation 

^^      j  0._A^0r--=:(i-I).-E,— F,)(0i-A^0i) 

^''        \  -t-  F,(03-  A^03)  +  E,(05-  A^0:,)  H-  I),(0;-  A''07). 

Or  on  tire  de  cette  dernière  formule 

/  (,_i)._E— F,)0,  +  F,03+E,05+I),0, 

(43)  ^0._A40._^(i  _!),_£,__  p.)  A^0, 
(  -^F,A'03+E,A^05+D,Ai0,. 

Donc  le  second  membre  de  l'équation  (39),  ou  la  valeur  corrigée  de 
0,  fournie  par  cette  équation,  est  la  somme  des  deux  quantités 

0,-A^0, 
et 

(44)  (I  -  D,-  E,  -  F/)  A'0.  +  F,  A^03+  E,  A^05+  1),  A*0„ 

dont  la  première  se  trouve,  pour  chaque  substance  et  pour  chaque 
rayon,  immédiatement  donnée  par  le  Tableau  VIII,  tandis  que  la 
seconde  peut  être  facilement  déduite  des  valeurs  obtenues  pour 

A*0„     A^03,     Ai05,     A*0,. 

Si  dans  l'expression  (44)  on  pose  successivement 
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cette  expression  acquerra,  eu  égard  au  Tableau  XIX,  les  formes  sui- 
vantes : 

'       0,47143  A*0,-+-  0,78865  A*03—  0,24587  A*034-  0,08759  A*07, 

(45)  )       o,o99i8A*0i4-o,i6566  A*03+ 0,82448  A*05— 0,08927  A*0„ 
(  —o,i5o23A*0, +  0,08084  A*03  H- 0,621 26  A*05+o,443i8A*07. 

Comme  des  valeurs  numériques  de  A*0,,  exprimées  en  millionièmes 
et  fournies  par  le  Tableau  VII,  la  plus  grande  io3  est  seule  composée 
de  trois  cliiffres,  chacune  des  autres  renferme  deux  chiffres  au  plus, 
il  est  clair  que,  dans  l'évaluation  en  nombres  des  polynômes  (45),  on 
pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  chaque  coefficient  à  ses  deux 
premiers  chiffres  décimaux  et,  par  suite,  ces  polynômes  eux-mêmes 
aux  trois  suivants  : 

/       0,47  A*0i  + 0,74  A*03— 0,25  A^05+o,o4A*07, 

(46)  <        o,ioA*0i  +  o,i7  A*03-f-o,82A*05— o,O9A*07, 
(  —  0,1 5  A^  01  +  0,09  A*  03+  0,62  A*  05 +  0,44  A*  07. 

En  substituant  dans  ces  derniers  polynômes  les  valeurs  de  A*0,, 
A*03,  A*05,  A'*Sj  tirées  du  Tableau  VII,  et  retranchant  des  résultats 
ainsi  calculés  les  valeurs  de  A*0,,  on  obtiendra  les  corrections  que 
doivent  subir  les  valeurs  de  0,  fournies  par  l'expérience  pour  se 
transformer  en  celles  que  donneraient  les  formules  (Sg).  Les  cor- 
rections dont  il  s'agit  se  trouvent  déterminées,  pour  chacun  des  trois 
rayons  C,  F,  G  de  Frauenhofer,  dans  le  Tableau  que  nous  allons  tracer. 
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Tableau  XXI. 
Corrections  de  02,  ©4,  ©e  exprimées  en  millionièmes. 


A'*  65 
A4  67 


EAU. 

CROWXGLASS. 

FLINTGLASS. 

®  Si 

w  9 

^ 

._ 

t-t  « 

^  2 

« 

0 

Cl 

53        . 

c 

•Ci 

&« 

ô^ 

-  -^ 

'a. 

^ 

P. 

"a. 

a. 

f.E 

-»  7; 

-a- 

c 

. 

, 

en 

i: 

0^ 

1, 

c^ 

4- 

"  T 

"  " 

& 

■^ 

S-I 

eo 

■^ 

(M 

" 

eo 

■* 

l'I 

— 11 

!•;>. 

-14 

39 

-9 

6 

6 

— 13 

2 

5i 

— 44 

—6 

i3 

— I 

-47 

—3 

59 

—  14 

II 

—71 

6 

'9 

37 

36 

3 

— i) 

-28 

-35 

40 

-8 

-i4 

— 22 

16 

41 

— 22 

—  17 

20 

—3 

-4 

—9 

26 

— 13 

19 

—36 

— 15 

—72 

io3 

o,47A^e, 

O,74Ai03 

—  o,25A''e3 

O,O4A407 

Somme 


A*  02 

Correction  de© 


—  10 

—  î 
—9 

—  I 


-65 


5 
—9 


14 


14 


—35 


—53 


— 2 
9 


56 


-4 

44 

— 10 

I 


5o 


3 
— 10 

2 

G 


40 


—6 

-52 

5 
—  I 


— io3 


ID 

-59 


O,  lOA^©!- 

0,17^*63. 

0,82  A4  A5. 

0,09  A4  07. 

Somme  . 


A*e4 

Correctionde0 


41 


'9 


—  1 
10 

33 
— 2 


73 


-•9 


-63 


35 


40 
—90 


i38 


— A 

6 
—  18 


—9' 


o,  i5  A401..  . 

O,O9A403.  .. 
O,62A405..  . 

0,44  A4  0-... 
Somme  . . . 


A4ec 

Correction  de  ©G 


3 

2 

—2 

2 

—6 

I 

—  1 

—  1 

2 

0 

-8 

1 

—  I 

I 

0 

— 4 

0 

5 

—  I 

I 

—6 

I 

2 

3 

22 

2 

-6 
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—22 

35 

—5 

—9 

-14 

10 

25 

—  14 

—  8 

9 

—  I 

—2 

—4 

12 

—6 

—8 

—16 

—7 

—32 

46 

16 

>4 

—9 

— 21 

—32 

43 

— 13 

—  I 

-34 

4 

— 13 

k-i 

—  17 

—  23 

i3 

34 
— 55 

42 

—68 

20 

—5 

58 

-4 

32 

—80 

33 

37 

—22 

-74 

1 1 1 

—33 

4 

—92 

8 

-45 

122 

-4 


Œuvres  de  C.  —  S.  11,  t.  X. 
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Pour  atteindre  une  plus  grande  exactitude,  nous  avons,  dans  les 
multiplications,  remplacé  les  valeurs  approchées  des  coefficients  de 
A^0<,  A*03,  . . . ,  c'est-à-dire  les  nombres 

0,47,    0,74,     ..., 

écrits  à  la  marge  du  Tableau  XXI,  par  les  nombres 

0,47143,    0,78865,     ..., 

c'est-à-dire  par  les  valeurs  des  mêmes  coefficients  prises  dans  les 
expressions  (45),  toutes  les  fois  que  la  réduction  de  l'un  de  ces  coef- 
ficients à  sa  valeur  approchée  pouvait  augmenter  ou  diminuer  d'une 
unité  le  dernier  chiffre  du  produit.  La  dernière  colonne  verticale  du 
Tableau  XXI,  composée  de  sommes  qui  se  déduisent  les  unes  des 
autres  et  dont  chacune,  comme  on  devait  s'y  attendre,  diffère  très  peu 
de  zéro,  sert  à  confirmer  la  justesse  de  nos  calculs. 

Si  l'on  fait  subir  les  corrections  indiquées  par  le  Tableau  XXI  aux 
valeurs  de 

déduites  de  l'expérience,  on  obtiendra  celles  que  déterminerait  la 
formule  (Sg)  et  que  présente  le  Tableau  XXII. 

La  dernière  colonne  verticale  de  ce  Tableau,  composée  de  sommes 
qui  se  déduisent  les  unes  des  autres,  sert  à  confirmer  la  justesse  de 
nos  calculs. 
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Les  valeurs  corrigées  de  0o,  0/,,  ©e  ^ue  fournit  le  Tableau  XX,  étant 
déduites  chacune  des  valeurs  de  0,  correspondantes  à  quatre  rayons 
différents,  savoir  aux  rayons  B,  D,  F,  H  de  Frauenhofer,  méritent  plus 
de  confiance  que  les  valeurs  de  0o,  0,,  0o  directement  fournies  par 
l'expérience,  puisque  chacune  de  ces  dernières  est  tirée  d'une  seule 
observation.  Mais  on  doit  avoir  plus  de  confiance  encore  dans  les 
valeurs  corrigées  de  02,  0,,  06  que  présente  le  Tableau  VIIl,  et  qui 
s'y  trouvent  représentées  par 

02—  A*  02,        0,—  A*04,        06—  A^06, 

puisque,  à  la  détermination  de  chacune  d'elles,  concourent  les  obser- 
vations faites,  non  plus  seulement  sur  quatre  rayons,  mais  sur  les 
sept  rayons  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H.  Cette  conclusion  se  trouve  d'accord 
avec  la  remarque  facile  à  faire  que  les  corrections  de  0,,  0^,  0c, 
déterminées  dans  le  Tableau  XXI,  offrent  en  général  des  valeurs 
numériques  supérieures  aux  valeurs  numériques  correspondantes 
des  quantités  A*0o,  A^0,,,  A''0c.  qui  représentent  au  signe  près  dans 
le  Tableau  VIII  les  corrections  de  0^,  0,,,  0c.  Effectivement,  dans  le 
Tableau  XXI,  la  correction  de  02,  par  exemple,  est,  pour  toutes  les 
substances,  excepté  pour  la  3*  espèce  de  flintglass,  la  différence  qu'on 
obtient  quand  on  retranche  la  quantité  A^02  d'une  autre  quantité 
affectée  d'un  signe  contraire,  en  sorte  que  les  valeurs  numériques  de 
ces  deux  quantités  s'ajoutent  pour  former  celle  de  la  correction  de  02- 
Au  reste,  les  plus  grandes  des  valeurs  numériques  des  corrections  de 
02,  04,  0e  exprimées  en  millionièmes  dans  le  Tableau  XXI,  ou  les 
quantités 

0,000I22,     o,oooi38, 

sont  encore  inférieures  au  nombre 

OjOooiSg, 

qui  représente  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  des  variations 
de  Si  comprises  dans  la  7^  ligne  horizontale  du  Tableau  VII  du  §  VI, 
et,  par  conséquent,  se  trouvent  renfermées  entre  les  limites  que  com- 
portent les  erreurs  d'observation. 
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§  y III.   —  Remarques  sur  les  résultats  obtenus  dans  les  paragraphes 

précédents. 

En  établissant  les  formules  à  l'aide  desquelles  ont  été  calculés  les 
nombres  que  renferment  les  divers  Tableaux  des  deux  derniers  para- 
graphes, et  spécialement  le  Tableau  VIII  du  §  VII,  nous  avons  supposé 
que,  dans  chaque  substance,  l'élasticité  de  l'éther  restait  la  même  en 
tous  sens,  et  qu'en  conséquence  les  milieux  traversés  par  la  lumière 
étaient  du  nombre  de  ceux  qui  offrent  les  phénomènes  de  la  réfrac- 
tion simple.  Dans  cette  supposition,  les  quatre  quantités  dont  se 
composent  les  valeurs  corrigées  de  0,,  c'est-à-dire  les  quantités  dési- 
gnées dans  le  Tableau  VIII  du  §  VII  par 

(i)  0,   %,   2r';,   y", 

doivent,  comme  on  l'a  dit,  former  généralement,  abstraction  faite 
de  leurs  signes,  une  suite  décroissante.  Mais  nos  formules  pour- 
raient cesser  d'être  rigoureusement  applicables  si  l'une  des  sub- 
stances possédait,  même  à  un  faible  degré,  la  propriété  de  faire 
subir  aux  rayons  lumineux  une  réfraction  double,  et  alors  la  condi- 
tion ci-dessus  énoncée,  savoir  que  les  valeurs  numériques  des  quan- 
tités (i)  forment  une  suite  décroissante,  pourrait  cesser  d'être  véri- 
fiée, surtout  pour  la  substance  dont  il  s'agit.  Or,  dans  le  Tableau  VIII 
du  §  VU,  la  seule  substance  pour  laquelle  la  condition  énoncée  ne 
soit  pas  toujours  remplie  est  l'huile  de  térébenthine.  Donc  l'inspec- 
tion de  ce  Tableau  nous  conduit  à  penser  que,  si  l'une  des  substances 
employées  par  Frauenhofer  produit  à  un  faible  degré  la  double  réfrac- 
tion, ce  doit  être  l'huile  de  térébenthine.  Effectivement,  M.  Biot  a 
reconnu  que  le  plan  de  polarisation  d'un  rayon  lumineux,  et  par  suite 
le  plan  mené  par  le  rayon  et  dans  lequel  se  déplacent  les  molécules 
d'éther,  change  plus  ou  moins  de  direction  lorsqu'il  a  traversé  une 
couche  plus  ou  moins  épaisse  d'huile  de  térébenthine;  et  cette  obser- 
vation, comme  nous  le  verrons  plus  tard,  prouve  que  l'huile  de  téré- 
benthine possède,  quoiqu'à  un  faible  degré,  la  propriété  d'être  dou- 
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blement  réfringente.  Si,  en  raison  de  cette  circonstance,  on  exclut 
l'huile  de  térébenthine  des  calculs  relatifs  à  la  détermination  des 
valeurs  corrigées  de  0,,  alors,  à  la  place  des  Tableaux  II  et  suivants 
du  §  VII,  on  obtiendra  ceux  que  nous  allons  former. 

D'abord,  si  des  sommes  représentées  dans  le  Tableau  II  (§  VII)  par 

l'AQi    et    l'S'^Si 

on  retranche  les  valeurs  de 

A0,    et    S'A0, 

relatives  à  l'huile  de  térébenthine,  on  obtiendra  pour  ces  mêmes 
sommes  et  pour  p,  de  nouvelles  valeurs  qui  seront  fournies  par  le 
Tableau  suivant. 

Tableau  I. 

Valeurs    de    [3/. 


i. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

rs'A'e,.. 

s'Ae, 

L(±2'Ae/)... 

L(2'S'AeO  ... 

L(±13,) 

B,- 

0,401707 

o,355i22 

0,229239 

0,066248 

-0,080289 

-0,361175 

-0,610898 

2, 104628 

6039094 
3281754 

5503775 
3231754 

3602886 
3281754 

8211728 
3281754 

9043855 
8281754 

5577177 
8281754 

7859688 
8281754 

2807340 

2272021 

0371182 

4979974 

5812101 

2845428 

4627934 

S'p,- 

0, (90868 

0,168734 

0,108921 

0,081477 

-o,o38i25 

-0,171610 

-0,290264 

0,999999 

Si  maintenant  on  joint  les  nouvelles  valeurs  de  ^i  aux  valeurs  de 
S'A0,  que  présente  le  Tableau  II  du  §  VII,  on  déduira  successivement 
des  formules  (4),  (3)  et  (i)  de  ce  même  paragraphe  les  valeurs  des 

quantités 

%,     A^0„     yr,     y'i,     A^e„     ô,;     ^U     A*0, 

comprises  dans  les  Tableaux  que  nous  allons  tracer. 
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Pour  abréger,  nous  avons  omis  ici  les  Tableaux  analagucs  aux  Ta- 
bleaux III,  V  et  VII  du  §  VII,  c'est-à-dire  ceux  qui  servent  à  déter- 
miner les  valeurs  de 

&;,   A^0„     y-,   A^0„      y;,   a^o,. 

Au  reste,  l'exactitude  de  ces  valeurs  peut  être  aisément  vérifiée  à 
l'aide  des  seuls  Tableaux  que  nous  venons  de  présenter.  Ainsi,  en  par- 
ticulier, pour  obtenir  les  valeurs  de 

O'  C'/  C-'" 

"^  1  '       "^  1  '       "^  1 


relatives  à  l'eau  (i'"''  série),  il  suffira  d'ajouter  respectivement  aux 

logarithmes  de 

Pi.    Vu    <5i, 

pris  dans  les  Tableaux  I,  II  et  III,  c'est-à-dire  aux  nombres 

:^8o7340,     2296904,     4372567, 

les  logarithmes  des  valeurs  de 

-S'A0,-,     S"A2  0,-,     S'"A»0,- 

relatives  à  l'eau  (i''^  série),  pris  dans  ces  mêmes  Tableaux  et  dans  le 
Tableau  II  du  §  VII,  c'est-à-dire  les  nombres 

8696865,    5589484,    1818436. 

Les  sommes  formées,  comme  on  vient  de  le  dire,  savoir 

i5o37o5,     7886888,     6191108, 

représenteront  les  logarithmes  décimaux  des  nombres 

0,014187,     o,ooo6i5,     0,000042, 

qui,  pris  avec  le  signe  —,  offriront  précisément  les  valeurs  de 

inscrites  dans  le  TaHeau  IV.  11  sera  d'ailleurs  facile  de  vérifier,  à 
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l'aide  de  ces  valeurs,  celles  que  nous  avons  assignées  à 

A20„     A30„     A*0i; 

car  on  tirera  des  équations  (i)  du  §  Vil,  en  ayant  égard  au  Tableau  II 
de  ce  même  paragraphe, 

A-0i  =  A0i  —  2r'j  =  — o,oi'i8i4 -f- o,i4i37  =  —  0,000677, 
A^0i=  A-0[  —  S",  =  —  0,000677  +  o,ooo6i5  = —  0,000062, 
A^0i=  A^0i  —  2r'['  =  —  0,000062  +  0,000042  zzz —  0,000020. 

Dans  le  Tableau  IV,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  les  valeurs  nu- 
mériques des  quatre  quantités 

(A         ■-•  'û-'  O." 

'-',       -^  if       "^  i  }       «Jj 

forment,  pour  chaque  substance  et  pour  chaque  rayon,  une  suite  dé- 
croissante. Les  valeurs  corrigées  de  0,-  ou  les  valeurs  de 

0,-A^0., 

que  fournit  ce  même  Tableau,  sont  toutes  comprises  dans  les  for- 
mules (i  i)  ou  (16)  du  §  VII,  desquelles  on  peut  les  déduire,  en  sub- 
stituant aux  quantités 

0,       ît  =  S'A0„       ti  =  S"A20„       1D  =  S''A30,- 
et 

les  valeurs  que  nous  venons  d'employer,  et  qui  se  trouvent  réunies 
dans  les  Tableaux  V  et  VI. 

Quant  aux  valeurs  des  trois  sommes  représentées  dans  la  formule 
dont  il  s'agit  par  les  notations 

S"(3„     S"y„     S'"-/,, 
on  les  déduira  sans  peine  des  formules  (6)  du  §  VII,  et  l'on  trouvera 

/    S"  i3,:=:  0,430662  -0,069337  =—0,138675, 

(2)  ^  S"y,=o,3io78o  — 0,684219=— 0,368439, 

^'^yi  —  o,2go25    —0,70974    =—0,41949. 
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Aux  valeurs  corrigées  de  0^,  fournies  par  le  Tableau  IV  et  repré- 
sentées par 

correspondront  des  valeurs  corrigées  de  0/  que  nous  représenterons 
encore  par 

et  dans  lesquelles  on  déterminera  A'*ô/  avec  une  approximation  suffi- 
sante à  l'aide  de  la  formule  (i3)  du  §  VII.  Effectivement  les  valeurs 
de  A^0^  ainsi  obtenues,  et  inscrites  dans  le  Tableau  suivant,  vérifient 
sensiblement  la  double  condition  de  fournir,  pour  les  quantités  (i5o) 
ou  pour  les  quantités  (i5i)  du  §VI,  quatre  valeurs  égales  au  signe 
près,  mais  alternativement  affectées  de  signes  contraires. 

Tableau  VII. 

Valeurs  de  A*0,,    ...   exprimées  en  millionièmes. 


A^Ôi. 
A^Os. 
A^ôfi. 
A^Ôv. 


•  4 

o 

— 5 

i3 

7 
-6 


CROWNGLASS. 


-4 

I 

■i3 
i6 
-3 


— 4 

i5 


1 1 
-19 


— 12 

G 

— 5 

1 1 


FLINTGLASS. 


-i8 

—8 

—  I 

—9 

9 


—  2 

i3 

—  18 

8 

—6 

16 

— 10 


—G 


14 

10 

2 

-25 
VI 

1 1 

-22 


-17 

— 13 

3 

2G 

—9 
— 20 

■'•9 


A^Oi-T- A 
A'^Gs-hA 
AiOs-hA 

AiSî.... 


G 

—8 

1 

3 

-9 

6 

—  10 

II 

6 

•M 

—5 

8 

0 

—3 

8 

-G 

9 

—  10 

—G 

—23 

G 

—6 

I 

3 

—8 

G 

— 10 

10 

6 

23 

—G 

/ 

0 

—3 

8 

—5 

9 

— 10 

—6 

— 22 

— 3o 
29 

29 


A^6i.. 
A4e2-4- A46 
A'-Ga^  Ai6 
A^Gi-t- A^G. 


—8 

— 5 

5 

1 1 

— rj 

—  I 

8 

— 2 

— 2 

14 

8 

4 

—4 

—  II 

4 

2 

—9 

3 

2 

—  12 

—7 

—4 

5 

12 

—  4 

—  I 

8 

— 2 

— 2 

i3 

8 

G 

-4 

—  12 

4 

I 

—9 

2 

2 

-i3 

-17 

iG 

— 17 

17 
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Au  reste,  les  valeurs  de  A'O,,  inscrites  dans  le  Tableau  précédent, 
difTèrent  très  peu  de  celles  que  fournissait  le  Tableau  Xli  du  §  VII. 
En  effet,  les  différences  entre  les  unes  et  les  autres,  étant  exprimées 
en  millionièmes,  sont  telles  que  les  offre  le  Tableau  suivant. 

Tableau  VIII. 

Différences  entre  les  valeurs  de  A* 9/  obtenues  dans  les  §§  VIII  et  VII. 


EAU. 

CROWNGLASS. 

FLINTGLASS. 

5  i 

^ 

• 

3   = 

a 

o 

6 

a 

„• 

sT  o 

„' 

à 

■V 

■•» 

'£ 

o 

o 

S 

6 

s. 

« 

~ 

- 

<M 

" 

- 

%i 

m 

-* 

Pour  i 

=  I 

O 

—  1 

1 

.> 

—  2 

-3 

6 

2 

-3 



-2 

— 3 

■i. 

—  I 

o 

— i 

9. 

2 

5 

—  lO 

2 

5 

3 

•  5 

3 

2 

— }. 

o 

—  J 

-4 

—8 

i4 

4 

—6 

-4 

—8 

4 

—  I 

•1 

o 

3 

4 

6 

—  lO 

—3 

4 

2 

() 

5 

O 

o 

—  1 

— 'i 

2 

—  2 

3 

I 

—  I 

O 

—  2 

G 

—  I 

•). 

0 

2 

3 

5 

-7 

—  2 

3 

I 

4 

/ 

O 

o 

I 

O 

o 

—  I 

3 

I 

—  2 

O 

2 

Donc  ces  différences  sont  généralement  très  petites  et  inférieures  ou 
tout  au  plus  égales  à  lo  millionièmes,  si  l'on  en  excepte  une  qui  s'é- 
lève à  i4  millionièmes  seulement. 

En  retranchant  les  valeurs  de  A^O/  fournies  par  le  Tableau  VII  des 
valeurs  de  0,  données  par  le  Tableau  I  du  §  VI,  et  remplaçant  les  deux 
valeurs  d'une  même  quantité  qui  correspondent  aux  deux  séries  d'ex- 
périences faites  sur  l'eau  ou  la  troisième  espèce  de  flintglass  par  la 
moyenne  arithmétique  entre  ces  deux  valeurs,  on  obtiendra  les  valeurs 
corrigées  de  0,  ou,  en  d'autres  termes,  les  valeurs  de 


inscrites  dans  le  Tableau  suivant. 
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Tableau  IX. 

Valeurs  de  Qt—M'Bi. 


SOLUTION 

CROWXGLASS 

FLINTGLASS. 

EAU. 

de 
potasse. 

1"   espèce. 

2"  espèce. 

3*  espèce. 

r*  espèce. 

2'  espèce. 

3' espèce. 

V  espèce. 

0,- 

-A^O,. 

1,330963 

I , 399624 

I  ,524301 

1,525837 

1,554775 

I, 602034 

1,623572 

1 ,626574 

1 ,627766 

0,- 

-A4  0, 

I, 331705 

[ ,4oo5i9 

I , 525307 

1,526853 

I , 555926 

[,6o38i8 

1,625464 

1,628451 

I ,629694 

03- 

-AiOs. 

1,333576 

I ,402805 

1,527986 

1,529572 

1,559087 

1,608477 

1 ,63o6o3 

1,633668 

r,635o33 

04- 

-AiOi. 

I, 335850 

i,4o5632 

I ,531371 

i ,533oi2 

i,563i46 

I ,614540 

1,637348 

I, 640533 

1,641998 

03- 

-Aiôs. 

1,337796 

I , 408086 

1 ,534350 

i,536o4i 

1,566746 

I ,620043 

1,643472 

1 ,646760 

1,648269 

66- 

-A^ee. 

1,341285 

i,{i257Î 

1,539892 

I ,541676 

1,57352/1 

I ,630781 

1,655390 

1,658842 

1 ,6ôo3o5 

O7- 

-A^ô^. 

i,3i{i69 

i,4i6368 

1 ,544687 

1,546558 

I ,579475 

i,64o364 

1,666082 

I ,669697 

I ,671033 

D'après  ce  qui  a  été  dit,  les  valeurs  corrigées  de  0,-,  représentées  ici 
par  0/ —  A'O/,  doivent  mériter  plus  de  confiance  que  les  valeurs  de  6, 
fournies  par  les  observations,  ou  même  que  les  valeurs  de  0^  — A^G, 
calculées  dans  les  SS  YI  et  VII. 


§  IX.  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  milieux  où  sa  vitesse 
reste  la  même  pour  toutes  les  couleurs. 

On  ne  peut  douter  que,  dans  le  vide,  c'est-à-dire  dans  cet  espace 
dont  l'étendue  effraye  l'imagination  et  au  travers  duquel  les  rayons 
des  astres  parviennent  jusqu'à  nous,  la  vitesse  de  la  lumière  ne  reste 
la  même  pour  toutes  les  couleurs.  Autrement  les  étoiles  nous  apparaî- 
traient, non  plus  comme  des  points  brillants,  mais  comme  des  bandes 
lumineuses  et  très  étroites  qui  offriraient  à  nos  yeux  les  diverses 
nuances  du  spectre  solaire.  Ainsi  le  fluide  éthéré,  lorsqu'il  est  seul,  et 
que  sa  constitution  naturelle  n'est  pas  modifiée  par  la  présence  des 
corps  pondérables,  a  la  propriété  de  transmettre  avec  la  même  vitesse 
les  rayons  diversement  colorés,  par  exemple  les  rayons  rouges  et  les 
rayons  violets.  Il  y  a  plus  :  l'éther  paraît  conserver  encore  cette  pro- 
priété lorsque  ses  molécules  se  trouvent  en  présence  de  celles  d'un 
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corps  gazeux;  du  moins  jusqu'à  ce  jour  on  n'a  pu  découvrir  dans  les 
gaz  aucune  trace  de  la  dispersion  des  couleurs.  Donc,  sous  certaines 
conditions,  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière,  ou  la  quantité 
représentée  par  ù,  dans  le  §  II  et  les  suivants,  doit  devenir  indépen- 
dante de  l'épaisseur  /  des  ondes  lumineuses.  En  d'autres  termes,  les 
formules  (i)  et  (3)  du  §  III,  savoir 

(1)  .QT=:/ 

et 

(2)  S  =  k9., 

doivent,  sous  certaines  conditions,  fournir  pour  la  durée  T  des  vibra- 
tions lumineuses  une  valeur  proportionnelle  à  /,  et  pour  la  quantité 

(3)  A-^-Tp- 

une  valeur  proportionnelle  à  celle  de 

(4)  A=?f. 

C'est  de  la  recherche  de  ces  conditions  que  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Considérons  des  vibrations  lumineuses  propagées  dans  le  vide,  ou 
généralement  dans  un  milieu  où  l'élasticité  de  l'éther  reste  la  même 
en  tous  sens.  Alors  les  quantités  s  ci  k  seront  liées  entre  elles  par  la 
formule  (79)  ou  (80)  du  §  III.  On  pourra  même  débarrasser  cette  for- 
mule de  l'angle  a,  en  ayant  égard  aux  équations  (5o)  et  (5i)  de  la 
page  232,  et  à  l'équation  identique 

(5)  cos-a  4- cos-j3 -1- cos^y  =  I. 

lilflfectivement,  en  vertu  de  cette  dernière,  et  en  étendant  les  sommes 
indiquées  par  le  signe  2  à  toutes  les  valeurs  paires  de  X,  [jt,  v  qui  véri- 
fient la  condition 

(o)  _  +  c:  +  _  .— ,1 

'2  2  2 

CFMfresdeC.  — S.  Il,  t.  \.  5l 
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on  trouvera 


(7) 


S  [m/-2"-  '  f  (r)]  —  S  [mr'"'-'H{r)  (cos-a  +  cos2(3  +  cos-^y  )"] 

1.2.3.  .  .« 


=  2 


I.2...M(l.2...^)(l.2...^^ 


S[m/--"-'  f(/-)  cos^acost^|3  cos'^y]), 

) 


puis  on  conclura  de  l'équation  (7)  combinée  avec  la  formule  (  5o)  du 

§111 

(8)   S[m,-"-f(.)]=     l-?-^--"      S[m,-"-f(.)C05"-a]ir'-3-ft-')  .-S...'^-)  ..3...(v-,)- 


i.3.5...(2/i  — i' 


[t 


A  a 

2  ...  -        1 . 2 . . .  — 
2  2 


D'ailleurs,  en  désignant  par  x,  y,  z  des  variables  quelconques,  on 
aura,  en  vertu  d'une  formule  connue, 


{ 


x(x4-i)...(x+  -  -ij  y(y+i)...fy4-  ^  -ij  z(z4-i)...(^z-f-  ^  -I 


P 


(x-J-y  +  z)(x-J-y4-z4-i)...fx-i-y-!-z  +  rt  —  i) 


1.2...   - 


J 


1.2.3. .  .n 
puis  on  tirera  de  cette  dernière  équation,  en  y  posant 

X— y— z=i 

et  multipliant  les  deux  membres  par  2", 

i.3...(A  — i)  1.3.  ..(p  —  i)  1.3. . .  (v —- 1)^  _  3.5.  .  .(2/1  — i)  (2/1 -+-1) 


(9)     ^ 


1.2 ...  - 

2 


-  1 . 2  ,  .  .  - 

2  2 


1 


1.2.3.  .  .  /^ 


Donc  la  formule  (8)  donnera 

S  [//1/-2"-'  f(/-)]  =  (2/1  +  I)  S  [/nr'«-i  f(/-)  cos-^a] 
et,  par  suite, 
(10)  S[m/-2"    if(/-)cos2"a]-"  — * — S  [/nH"-' /('■)]. 
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Pareillement,  on  tirera  de  la  formule  (5)  jointe  à  l'équation  (5i)  du 
§111 

(n)  S[mr^"-'{{r)cos^"a]= ^- — S[mr-''''>  f(r)]. 

Cela  posé,  la  valeur  de  s'-  déterminée  par  l'équation  (8o)  du  même 
paragraphe  deviendra 


(12) 


\  |i. 2. 3. 4. 0.6. 7  L  '  g-'        J) 


D'autre  part,  comme  la  formule  (i 3)  du  §  I  donne 

(i3)  /(/•)-^rf'(/-)-f(r), 

on  aura  généralement,  pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  en- 
tier n, 

2  /i  +  3  (  2  /i  H-  3  )  /•-  dr 

et,  en  conséquence,  l'équation  (12)  pourra  être  réduite  à 

k^     g  I  m  d[r't'{r)]  1  _  1    __là_ ^  )  m  d[r'Ur)]  | 

1.2.3      I  /"^         <://'         (        71.2.3.4.5      \  r-         dr        \ 


2       '      ^ 

I  A" 


9  1.2.3.4.5.0.7 
Enfin  on  a  évidemment 

i    k^r^         I         k^r^  i 


i  m  d[r'({r)]  i 
^7^         dr        (■^••- 


5  1.2.3       71.2.3.4.5       91.2.3.4.5.6.7 

,/      k'r'^ AV«  A-»/-» \ 

r       \i.2.3.4.5        1.2.3.4.5.6.7        1.2.3.4.5.6.7.8.9  / 


k'  dr 


-      L    ^'^'  V         1.2. 3;j  _   I    /.„,.„_  sinAr        i         \ 

k-^  dr  -^l^cosA/  ^.^      +3^  '  I 
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Donc  la  formule  (i/j)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 


(i5)  s'-=^j    '" 


d\  (  cos kr ,- h  -^  k- r-jf{r)l 


k'r'  dr  ) 

Au  reste,  la  formule  (i5),  comme  nous  le  prouverons  dans  un  autre 
Mémoire,  pourrait  encore  se  déduire  immédiatement  de  la  for- 
mule (79)  du  §  III. 

Les  formules  (79)  et  (80)  du  §  III,  ou  la  formule  (i5),  à  laquelle 
on  peut  les  réduire,  se  rapportent  au  cas  où,  les  conditions  (48),  (49), 
(5o),  (5i)  (§  III)  se  trouvant  remplies,  la  propagation  de  la  lumière 
s'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens;  et  nous  devons  ajouter 
que  ce  phénomène,  qui  a  rigoureusement  lieu  dans  le  vide,  subsiste 
approximativement  dans  les  divers  milieux,  puisque,  dans  les  corps 
doués  de  la  double  réfraction,  la  différence  entre  les  vitesses  de  pro- 
pagation des  rayons  ordinaire  et  extraordinaire  est  généralement  fort 
petite.  Or  les  conditions  que  nous  venons  de  rappeler  se  vérifient  tou- 
jours, comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  lorsque,  dans  les  sommes 
indiquées  par  le  signe  S  et  qui  sont  de  l'une  des  formes 

S[m/--"-'  f(/-)  cos^-acos!^{3  cos''y],     ^[mr-"--^  f{r)  cos^-a  cos!^[3  cos'^y], 

les  sommations  relatives  aux  angles  a,  p,  y,  compris  entre  le  rayon 
vecteur  r  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  peuvent  être 
remplacées  par  des  intégrations  aux  différences  infiniment  petites  et 
relatives  à  deux  angles  auxiliaires  jo,  q  liés  aux  trois  premiers  par  les 
équations 

(16)  cosa  =  cos/?,        cos(3  =  sin/?cos^,         cosy  =  sin/>  sin^r, 

l'angle/?  étant  celui  que  forme  le  rayon  vecteur  ravec  un  axe  fixe,  et 
l'angle  q  celui  que  forme  un  plan  fixe  mené  par  l'axe  fixe  avec  le  plan 
mobile  qui  renferme  le  même  axe  et  le  rayon  r.  Il  est  donc  naturel  de 
penser  qu'on  obtiendra  une  première  approximation  des  mouvements 
de  l'éther  dans  tous  les  milieux,  et  probablement  avec  une  grande  pré- 
cision les  lois  de  son  mouvement  dans  le  vide,  si  l'on  change  les  som- 
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mations  doubles  relatives  aux  angles/?,  q  en  intégrations  doubles,  ou 
même  les  sommations  triples  relatives  aux  variables/?,  q,  r  en  intégra- 
tions triples.  Alors,  en  désignant  par  p  la  densité  de  l'éther  au  point 
avec  lequel  coïncide  la  molécule  m;  par  m  une  seconde  molécule  dont 
les  coordonnées  polaires  soient  p,q,r;  par  F(r)  une  fonction  du  rayon 
vecteur  r  qui  s'évanouisse  pour  r  =  ao,  et  par  -  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  ou  le  nombre  3,i4i59265. . .,  on  trouvera 


(17)  S[mF(r)J=r       C      f  pr-F{r)smpdr 


dq  dp, 


le  signe  S  s'étendant,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (18),  à 
toutes  les  molécules  m  distinctes  de  m,  et 

représentant  deux  valeurs  de  r,  dont  la  première  soit  nulle  ou  bien 
équivalente  à  la  plus  petite  distance  qui  sépare  deux  molécules  voi- 
sines d'éther,  la  seconde  infinie  ou  du  moins  assez  grande  pour  que, 

dans  l'expression 

S[mF(r)], 

la  somme  des  termes  correspondants  à  des  valeurs  plus  considérables 
de  r  puisse  être  négligée  sans  erreur  sensible.  Gomme  on  aura  d'ail- 
leurs 

sinpdp  =  2,  j      dgz=2'K, 

on  pourra,  en  supposant  la  densité  p  constante,  réduire  la  for- 
mule (17)  à 

(18)  ^[mF{r)]=l^Tip  f  %'^-F{r)dr, 

''0 

et  par  suite  l'équation  (i5)  donnera 

(19)  s^^^^np   r'"^[;^(cos/tr-'>-^^  +  lAV»)f(r)l 

«/.  dT- 
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Or,  pour  de  très  grandes  ou  de  très  petites  valeurs  de  r,  le  produit 

/    I   ;  sinAv        I  \ 

(20)      \ 

.1    „      cosAt       sinAr        i    k- r''         i        X:*/'^ 


/-  + 


3  k-  k^r         5i.2,3       71. 2. 3. 4. 5 

développé  en  un  trinôme  ou  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  r,  pourra  être  remplacé  sans  erreur  sensible 
par  le  premier  terme  de  son  développement;  et  ce  premier  terme, 
vis-à-vis  duquel  tous  les  autres  pourront  être  négligés,  sera,  pour  de 
très  grandes  valeurs  de  r, 

3     ' 
et,  pour  de  très  petites  valeurs  de  r, 

ï    ^"^^    _  '  ^.  4 

D   I .2.3         3o 

Donc  la  formule  (19)  donnera  sensiblement 

(21)  s^-=  ^  [ri  f(rj  -  ^  AV,*  f(;-„)j. 

Supposons  maintenant  ro  =  o,  r^=:co.  L'équation  (21)  fournira  pour 
s^  une  valeur  finie,  positive  et  différente  de  zéro,  dans  deux  cas  dignes 
de  remarque,  savoir  :  1°  quand  le  produit 

(22)  r^-Ur) 

se  réduira,  pour  une  valeur  infiniment  grande  de  la  distance  r,  à  une 
constante  finie  et  positive;  2°  quand  le  produit 

(23)  r^Hr) 

se  réduira,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  r,  à  une  constante 
finie  mais  négative.  Le  premier  cas  aura  lieu,  par  exemple,  si  l'on  sup- 
pose 

(24)  nr)  =  ~^ 
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G  désignant  une  constante  positive,  et  alors  la  valeur  de  .?-,  réduite  à 

(20)  s-=-^pG, 

deviendra  indépendante  de  la  quantité  k.  Pareillement,  le  second  cas 
aura  lieu  si  l'on  suppose 

(26)  f(,.)=-_î^, 

H  désignant  encore  une  constante  positive,  et  alors  la  valeur  de  s,  dé- 
terminée par  l'équation 

(.7)  »'=|^PH'-'' 

deviendra  proportionnelle  à  k.  Gomme  d'ailleurs  le  produit 

(9,8)  mmf(r) 

représente  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux  molécules  m, 
m,  la  quantité  f(r)  étant  positive  lorsque  les  masses  m,  m  s'attirent, 
et  négative  lorsqu'elles  se  repoussent;  il  résulte  des  formules  {il\)  et 
(25),  ou  (26)  et  (27),  que  la  quantité  s  deviendra  indépendante  de  k, 
si  deux  molécules  s'attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
qui  les  sépare  et  proportionnelle  à  k,  si  deux  molécules  se  repoussent 
en  raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  cette  distance.  Au 
reste,  pour  obtenir  la  formule  (26),  il  ne  sera  pas  absolument  néces- 
saire d'attribuer  à  la  fonction  f(>)  la  forme  que  présente  l'équa- 
tion (24),  et  il  suffira,  par  exemple,  de  supposer 

(29)  nO-^rP' 

i*(>)  étant  une  nouvelle  fonction  qui  se  réduise  à  G  pour  r=  x),  sans 
devenir  infinie  pour  r-  o.  Pareillement,  pour  obtenir  la  formule  (27), 
il  suffira  de  supposer 

(.10)  f^r)—  — —  , 
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S{r)  étant  une  fonction  de  r  qui  se  réduise  à  H  pour  r  — o,  sans 
devenir  infinie  pour  r  =  cc.  C'est  ce  qui  arriverait,  en  particulier,  si 
l'on  posait 

i^(r)  :=He-«''        ou        i'(r)  —  He-«''cosZ>r, 
et,  par  suite, 
(3i)         f(A-)^ ^         ou          f(r)= y^ , 

a,  h  désignant  des  constantes  réelles  dont  la  première  serait  posi- 
tive, etc. 

De  la  formule  (27),  combinée  avec  la  formule  (2),  on  tire 

(32)  ^     ^^=ëpH- 

En  vertu  de  cette  dernière,  la  vitesse  de  propagation  O  des  vibrations 
moléculaires  devient  indépendante  de  la  durée  de  ces  vibrations.  On 
peut  donc  considérer  la  formule  (27)  comme  propre  à  représenter  la 
loi  de  propagation  de  la  lumière  dans  le  vide  ou  même  dans  les  gaz;  et 
alors  l'action  mutuelle  de  deux  molécules  d'éther  doit  prendre  l'une 
des  formes  qui  répondent  à  l'équation  (27),  de  telle  sorte  que,  dans 
le  voisinage  du  contact,  cette  action  soit  répulsive  et  réciproquement  pro- 
portionnelle au  bicarré  de  la  distance. 

Rœmer  et  Cassini  ont  remarqué,  les  premiers,  que  les  éclipses  des 
satellites  de  Jupiter,  calculées  d'après  les  observations  faites  pour  une 
distance  donnée  de  cette  planète  à  la  Terre,  cessaient  d'être  aperçues 
aux  époques  déterminées  par  le  calcul  lorsque  cette  distance  venait  à 
croître  ou  à  diminuer.  En  comparant  l'avance  ou  le  retard  qui  avait 
lieu  dans  l'observation  de  chaque  éclipse  avec  la  diminution  ou  l'ac- 
croissement de  la  distance  des  deux  planètes,  ils  en  ont  conclu  que  la 
lumière  emploie  8'"i3^  ou  493  secondes  sexagésimales  de  temps  pour 
parcourir  un  espace  égal  au  rayon  moyen  de  l'orbite  terrestre,  c'est- 
à-dire  39229000  lieues  de  2000  toises  chacune  ou  de  389807  3i8™.  Il 
en  résulte  que  la  vitesse  de  propagation  de  lalumière  est  de  79  702  lieues 
ou  environ  3 10 177  5oo™.  Donc,  en  prenant  le  mètre  pour  unité  de  Ion- 
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gueur  et  la  seconde  sexagésimale  pour  unité  de  temps,  on  aura,  dans 
les  formules  (2)  et  (32), 

(33)  £2  =  3io  177600        et        Li^  =  8,4916103. 
Cela  posé,  l'équation  (32)  donnera 

(34)  pH  =  22968  (io)'2    environ. 

La  valeur  du  produit  pH  déterminée  par  la  formule  (3o)  étant  très 
considérable,  il  est  nécessaire  qu'au  moins  l'un  des  facteurs  de  ce  pro- 
duit soit  un  très  grand  nombre.  D'ailleurs,  si,  pour  plus  de  simplicité, 
on  suppose  que  les  masses  de  toutes  les  molécules  d'éthcr  soient 
égales  entre  elles,  et  si  l'on  prend  alors  la  masse  d'une  molécule  pour 
unité  de  masse,  le  facteur  H  représentera  l'intensité  de  la  répulsion 
qu'exerceraient,  l'une  sur  l'autre,  deux  molécules  d'éther  placées  à  i™ 
de  distance,  dans  le  cas  où  l'on  étendrait  à  des  distances  quelconques 
la  loi  de  répulsion  déterminée  par  la  formule  (26),  et  ci-dessus  éta- 
blie pour  de  très  petites  distances.  Or  nous  n'avons  point  de  raisons 
de  croire  que  le  facteur  H  ainsi  défini  ait  une  valeur  considérable. 
Nous  devons  plutôt  penser  qu'il  offre  une  valeur  très  petite,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  la  vitesse  propre  à  mesurer  la  force  répulsive 
dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  la  vitesse  communiquée  par  cette  force  dans 
la  première  seconde  sexagésimale  à  chacune  des  deux  molécules 
prises  dans  l'état  de  repos,  et  placées  en  présence  l'une  de  l'autre  à 
i"  de  distance,  serait  une  vitesse  très  peu  considérable,  en  vertu  de  la- 
quelle chaque  molécule  ne  parcourrait  en  une  seconde  de  temps  qu'un 
espace  représenté  par  une  très  petite  fraction  du  mètre.  Mais  il  est 
essentiel  d'ajouter  que,  dans  l'hypothèse  admise,  la  densité  de  l'éther 
ou  le  facteur  p  se  réduira  au  nombre  des  molécules  éthérées  comprises 
sous  l'unité  de  volume,  c'est-à-dire  sous  le  volume  de  i'°^  Cela  posé, 
de  l'équation  (34),  présentée  sous  la  forme 

(35)  p  =  22968(io)'2^, 

H 

il  résulte  seulement  que,  pour  obtenir  la  millionième  partie  de  p, 

OF,uvre;ideC.—  S.U,t,X.  5^ 
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c'est-à-dire  le  nombre  de  molécules  d'éther  comprises  dans  1™*"%  on 
doit  répéter  plus  de  vingt-deux  mille  millions  de  millions  de  fois  le 
nombre  vraisemblablement  déjà  très  considérable  qui  se  trouve  ex- 

prime  par  |î- 

Si  l'on  nomme  B  la  densité  moyenne  du  globe  terrestre,  évaluée 

comme  celle  de  l'éther  vient  de  l'être,  c'est-à-dire  la  valeur  moyenne 

du  nombre  des  molécules  de  matière  pondérable  comprises  dans  ce 

globe  sous  le  volume  de  i™%  et  G  la  valeur  moyenne  de  l'attraction 

qu'exercent  l'une  sur  l'autre  deux  de  ces  molécules,  placées  à  i'"^  de 

distance;  le  rapport 

G 

représentera  l'action  des  mêmes  molécules  placées  à  la  distance  r;  et, 
comme,  en  nommant  ti  le  rayon  moyen  de  la  Terre,  on  trouvera  le  vo- 
lume du  globe  terrestre  sensiblement  égal  à 

3  ^' 

l'intensité  g  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre  aura  pour  mesure 
le  produit  des  trois  facteurs 

_      G      4''^  *.» 


On  aura  donc 

(36)  g=^DGn. 

De  cette  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation  (32),  on  tirera 

(3-)  pH  =  io  — 5G. 

D'ailleurs,  en  prenant  le  mètre  pour  unité  de  longueur  et  la  seconde 

sexagésimale  pour  unité  de  temps,  on  a  trouvé,  à  l'Observatoire  de 

Paris, 

^=9,8o88, 
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et  le  rayon  moyen  de  la  Terre,  exprimé  en  mètres,  est  environ 

«  r=  6  366  745. 

Par  suite  on  tirera  de  l'équation  (36) 

(  38  )  BG  =  0,0000003678 

et,  de  l'équation  (37),  environ 

(39)  pH  =  624/i8(io)"l3G. 

Comme  le  nombre  |î  des  molécules  du  globe  comprises  sous  le  volume 
d'un  mètre  cube  ne  peut  être  supposé  que  très  considérable,  il  résulte 
de  l'équation  (38)  que  l'intensité  G  de  la  force  qui  représente  l'at- 
traction de  deux  de  ces  molécules  placées  à  un  mètre  de  distance  doit 
être  fort  petite  et  de  beaucoup  inférieure  à 

I 
10 

c'est-à-dire  à  un  millionième.  Quant  à  l'équation  (39),  elle  donnera 

(40)  g=62/;48(ro)'3g, 

et  l'on  en  déduira  une  très  grande  valeur  du  rapport  L  à  moins  toute- 
fois de  supposer,  ce  qui  n'est  guère  probable,  que  la  répulsion  H  de 
deux  molécules  d'éther  transportées  à  un  mètre  de  distance,  sans  que 
la  loi  de  répulsion  se  trouve  altérée,  surpasse  extraordinairement 
l'attraction  G  de  deux  molécules  pondérables  placées  à  la  même 
distance.  En  rejetant  cette  dernière  hypothèse  et  supposant  au  con- 
traire le  nombre  H  comparable  au  nombre  G,  on  conclura  de  la  for- 
mule (4o)  que,  dans  un  espace  qui  renferme  seulement  quelques 
molécules  de  matière  pondérable,  les  molécules  d'éther  se  comptent 
par  mille  millions  de  millions.  On  peut  dire  en  ce  sens  que  la  den- 
sité de  l'éther  est  considérablement  supérieure  à  celle  des  gaz,  des 
liquides  ou  même  des  solides.  Mais  cette  proposition  cesserait  d'être 
exacte,  et  l'on  pourrait  même  soutenir  la  proposition  contraire  si  l'on 
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prenait  pour  mesure  de  la  densité  le  poids  des  molécules  comprises 

sous  l'unité  de  volume,  au  lieu  du  nombre  de  ces  molécules. 

Si  l'on  applique  la  formule  (32)  à  la  propagation  de  la  lumière,  non 

seulement  dans  le  vide,  mais  aussi  dans  les  milieux  où  l'on  n'aperçoit 

nulle  trace  de  dispersion,  par  exemple  dans  l'air  atmosphérique,  si 

d'ailleurs  on  nomme 

p'    et    9J 

ce  que  deviennent  la  densité  p  de  l'éther  et  la  vitesse  Q,  de  la  lumière 
quand  on  substitue  l'air  atmosphérique  au  vide,  ou  plus  généralement 
le  nouveau  milieu  au  vide,  on  aura  simultanément 


a^-=lE,n, 

""=ëp'* 

et,  par  suite, 

(40 

P'  ~  P 

ou 

^'"s/p 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  la  vitesse  de  propagation  de  la 
lumière,  dans  les  milieux  qui  ne  dispersent  pas  les  couleurs,  serait 
proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  densité  de  l'éther  dans  ces 
mêmes  milieux. 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  0  l'indice  de  réfraction  de  la  lumière  pas- 
sant du  vide  dans  le  milieu  que  l'on  considère,  on  aura  [voir  la  for- 
mule (8)  du  §  VI] 

(42)  i2'=^, 
et  par  suite  la  formule  (4 1)  donnera 

(43)  9'=i- 

Or,  comme  l'indice  de  réfraction  0  surpasse  toujours  l'unité,  la  valeur 
de  p'  déterminée  par  l'équation  (43)  sera  toujours  inférieure  à  celle 
de  p.  Ainsi  l'application  de  la  formule  (32)  aux  divers  milieux  qui  ne 
dispersent  pas  les  couleurs  nous  conduit  à  supposer  que  la  densité  de 
l'éther,  ou  le  nombre  des  molécules  éthérées  comprises  sous  l'unité 
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de  volume,  est  plus  considérable  dans  le  vide  que  dans  tout  autre 
milieu.  Au  reste,  en  vertu  de  la  formule  (43),  la  diminution  de  den- 
sité de  l'éther,  quand  on  passera  du  vide  dans  un  gaz  quelconque, 
devra  être  généralement  fort  petite,  attendu  que,  pour  tous  les  gaz, 
l'indice  de  réfraction  ô  diffère  très  peu  de  l'unité,  et  que  pour  chacun 
d'eux  la  valeur  de  G  —  i  fournie  par  l'observation  ne  s'est  jamais 
élevée  à  i6  dix-millièmes. 

L'indice  de  réfraction  de  l'air  atmosphérique  peut  être  déterminé 
directement  pour  une  température  donnée  et  sous  une  pression 
donnée.  C'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Biot  et  Arago,  qui  ont  trouvé  cet 
indice  égal  à  1,000294  pour  la  température  zéro  et  sous  la  pression 
représentée  par  une  colonne  de  mercure  de  76  centimètres  de  hau- 
teur. On  peut  aussi  déduire  le  même  indice  des  observations  astrono- 
miques, et  l'on  trouve  alors  pour  sa  valeur  moyenne  le  nombre 

1,000276. 

En  multipliant  par  ce  dernier  nombre  les  diverses  valeurs  de  /,  que 
fournit  le  Tableau  II  du  §  VI,  c'est-à-dire  les  épaisseurs  des  ondes 
lumineuses  mesurées  dans  l'air  et  correspondantes  aux  rayons 

B,     C,    D,    E,     F,     G,     H 

de  Frauenhofer,  on  obtiendra  les  épaisseurs  de  ces  ondes  dans  le  vide, 
telles  que  les  présente  le  Tableau  suivant. 

Tableau  I. 

Epaisseur  des  oncles  dans  le  vide,  en  dix-millionièmes  de  millimètre. 


i=\. 

«■  =  2. 

z  =  3. 

i=L 

i^-'b. 

t-  =  6. 

/  =  7. 

Valeurs  de  li  dans  l'air. . 

6878 

636/, 

5888 

5260 

48:|3 

4291 

3928 

Logarithmes 

8874930 
0001 198 

8172000 
0001 198 

769947^1 
0001 198 

720961 I 
0001 198 

6850986 

0001 198 

6325176 
0001(98 

5941557 
000(198 

L((,  000276) 

Sommes... 

8376128 

8173198 

7700674 

7210809 

6852184 

6326374 

5942755 

Valeurs  de  //  dans  le  vide . 

6880 

6566 

5889 

5261 

4844 

4292 

3929 
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Ainsi  les  épaisseurs  des  ondes  lumineuses  sont  un  peu  plus  grandes 
dans  le  vide  que  dans  l'air.  Mais,  tandis  que  Ton  passe  de  l'air  dans  le 
vide,  la  variation  de  l'épaisseur  d'une  onde  ne  s'élève  point  au  delà 
de  2  dix-millionièmes  de  millimètre,  et  reste  toujours  inférieure  à 
3  dix-millièmes  de  cette  même  épaisseur;  d'où  il  résulte  que  la  varia- 
tion dont  il  s'agit  pourrait  être  négligée  comme  comparable  aux 
erreurs  des  observations  qui  ont  fourni  les  valeurs  de  /,  exprimées 
en  cent-millionièmes  de  pouce  et  inscrites  dans  le  Tableau  II  du  §  VI. 

En  joignant  le  Tableau  qui  précède  aux  formules  (i),  (2),  (3),  (4) 
et  à  l'équation  (33),  prenant  toujours  le  mètre  et  la  seconde  sexagé- 
simale pour  unités  de  longueur  et  de  temps,  effectuant  les  calculs  par 
logarithmes  et  désignant  par 

(44)  N  =  i 

le  nombre  des  vibrations  lumineuses  qui  se  succèdent  l'une  à  l'autre 
dans  une  seconde  de  temps,  on  obtiendra  sans  peine,  pour  les  rayons 

B,     C,    D,    E,    F,     G,     H 

de  Frauenhofer,  les  valeurs  de 

k,     T,     N     et    5 

et  de  leurs  logarithmes,  données  par  le  Tableau  suivant. 
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Tableau  II. 
Valeurs  de  k,  T,  N,  s. 


INDICATION  DES  RAYONS. 

B. 

C. 

D. 

E. 

F. 

G. 
6826874 

H. 

Ll 

8876128 

8178198 

7700674 

7210809 

6852184 

5942755 

Lfi) 

1628872 
7981799 

1826802 

7981799 

2299826 
7981799 

2789191 
798 f 799 

8147816 
7981799 

8678626 
7981799 

4057245 
7981799 

L(2Tr) 

Logarithme  de  A-  =  -^  • 

9605671 

9808601 

0281125 

0770990 

1 129615 

1655425 

2089044 

Ll 

8376128 
4916103 

8x78198 
4916108 

7700674 
4916108 

7210809 
4916108 

6852184 
4916108 

6826874 
4916108 

5942755 
4916108 

LU 

Logarithme  de  T  = 

8460025 

8257095 

2784571 

2294706 

1 986081 

1410271 

1026652 

Logarithme  de  N  =  -  •  •  • 

L(2TC) 

6089975 
7981799 

6742905 
7981799 

7215429 
7981799 

7705294 
7981799 

8068919 
7981799 

8589729 
7981799 

8978848 
7981799 

Logarithme  de  s  =—. 

4521774 

4724704 

5197228 

5687098 

6045718 

6671528 

6955147 

'    k 

9182 

9569 

10669 

11943 

12971 

14640 

15992 

lOOO 

(ioooooo)3T 

2218 

2117 

1899 

1696 

i562 

i384 

1267 

,   ^"    N 

45o8 

4724 

5267 

5896 

64o3 

7227 

7895 

(1000000)2 

I 

2838 

2968 

8809 

8704 

4028 

4541 

4960 

(1000000)2   

En  égalant  les  nombres  que  renferment,  dans  le  Tableau  II,  les  quatre 
dernières  lignes  horizontales  aux  produits  placés  en  avant  de  ces 
mêmes  lignes,  on  en  conclut  immédiatement  les  valeurs  de  k,  T,  N,  s 
relatives  aux  divers  rayons.  Ainsi,  par  exemple,  de  ce  que  pour  le 
rayon  B  le  produit 


10 


N 


(1000000)' 
est  sensiblement  égal  à  45o8,  il  résulte  que  le  nombre  des  vibrations 
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lumineuses  accomplies  dans  ce  rayon  en  une  seconde  de  temps  est  la 
dixième  partie  de  45o8  millions  de  millions,  de  sorte  que,  pendant  ce 
court  intervalle,  environ  45i  millions  de  millions  de  vibrations  se  suc- 
cèdent l'une  à  l'autre.  Pour  obtenir  la  durée  de  chacune  de  ces  vibra- 
tions, il  faudra  égaler  le  produit 

(loooooo)^T 

au  nombre  2218  et,  par  suite,  la  durée  de  chaque  vibration,  dans  le 
rayon  B,  sera  représentée  par  la  fraction 

.  2218 

(43) 


(l  000000)^ 
qui  est  un  peu  plus  grande  que 


(46) 


1 000(1 000000)^ 


Si  au  rayon  B  on  substituait  le  rayon  C  ou  D,  il  faudrait  à  la  frac- 
tion (45)  substituer  le  rapport 


21 17  i8qq 

^  ou  ^^ 


(i  000000)*  (i  000000)' 

qui  différerait  encore  très  peu  de  la  fraction  (46).  Donc,  si  l'on  par- 
tage une  seconde  de  temps  en  1000  millions  de  millions  de  parties 
égales,  deux  de  ces  parties  représenteront  à  très  peu  près  la  durée 
d'une  vibration  lumineuse  dans  les  rayons  B,  C,  D  placés  vers  l'extré- 
mité rouge  du  spectre  solaire.  Cette  durée  ne  surpasserait  que  d'un 
quart  environ  l'une  des  mêmes  parties  dans  le  rayon  situé  vers  l'ex- 
trémité opposée  du  spectre  parmi  les  rayons  violets. 

Les  épaisseurs  des  ondes  relatives  aux  couleurs  principales  du 
spectre  solaire  et  aux  limites  de  ces  couleurs  ont  été  déterminées 
par  Fresnel  avec  une  grande  précision.  Ces  épaisseurs,  exprimées  en 
millionièmes  de  millimètre,  sont  telles  que  les  présente  le  Tableau 
suivant. 
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Tableau  III. 
Valeurs  de  l,  exprimées  en  millionièmes  de  millimètre. 


LIMITES  DES  COULEURS  PRINCIPALES. 

COULEURS    PRINCIPALES. 

Violet  extrême 

4oG 
439 

492 
532 
571 
596 
645 

Violet  

423 

449 
475 
5ii 
55i 
583 
G20 

Violet  indiafo 

Indigo  

Indigo  bleu 

Bleu 

Bleu  vert 

Vert 

Vert  jaune 

Jaune 

Jaune  orangé 

Orangé 

Orange  rouge 

Rouge 

Rouge  extrême 

Les  valeurs  précédentes  de  /,  mesurées  dans  l'air,  ne  seront  pas 
sensiblement  altérées  si  l'on  passe  de  l'air  dans  le  vide;  car  ce  pas- 
sage, en  les  faisant  varier  dans  le  rapport  de  i  à  1,000276,  n'ajoutera 
pas  même  à  chacune  d'elles  le  tiers  de  sa  millième  partie.  En  les  divi- 
sant par  la  vitesse  Q,  de  la  lumière  dans  le  vide,  on  obtiendra,  pour  les 
couleurs  principales  et  pour  leurs  limites,  les  durées  des  vibrations  de 
l'éther.  Ces  durées  seront  comparables  à  l'intervalle  de  temps  insen- 
sible qui  résulte  de  la  division  d'une  seconde  sexagésimale  en  mille 
millions  de  millions  de  parties  égales,  et  leurs  rapports  avec  ce  même 
intervalle  se  trouveront  exprimés  par  les  nombres  que  renferme  le  Ta- 
bleau que  nous  allons  tracer. 


OEuvrcs  de  C.  —  S.  U,  t.  X. 
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Tableau  IV. 

Rapports  entre  les  durées  des  vibrations  de  l'éther  et  la  iouudooo'ouuououo  P^tf^^^ 

d'une  seconde  sexagésimale. 


LIMITES   DES   COULEURS    PUIXCIPALES. 


Violet  cxlrûnie. . . 
Violet  indigo  . . . . 
Indigo  bleu. .. . . . 

Bleu  vert 

Vert  jaune 

Jaune  orangé  . . . . 
Orangé  rouge . . . . 
Rouge  extrême .  . 


1,28 

1,4''- 
1,48 
1,59 
1,7a 
1,84 

2,08 


COULEURS   PlUNCIPALES. 


Violet . 
Indigo. 
Bleu... 
Vert... 
Jaune.. 
Orangé 
Rouge . 


1,36 
1,45 
1,53 
1,65 
1,78 
1,88 
2,00 


En  divisant  l'unité  parles  rapports  inscrits  dans  le  Tableau  IV,  et  mul- 
tipliant les  quotients  obtenus  par  mille,  on  parviendra  aux  nombres 
qui  expriment  combien  de  millions  de  millions  de  vibrations  succes- 
sives s'exécutent  pour  une  couleur  donnée  dans  une  seconde  de  temps. 
€es  nombres  sont  ceux  que  présente  le  Tableau  suivant. 


Tableau  V. 

Nombres  qui  expriment  combien  de  millions  de  millions  de  vibrations 
successives  s'effectuent  en  une  seconde  sexagésimale. 


LIMITES   DES   COULEURS    PRINCIPALES. 


Violet  extrême. . 
Violet  indigo.  . . 
Indigo  bleu.. . . . 
Bleu  vert  ...... 

Vert  jaune 

Jaune  orangé  . . . 
Orangé  rouge.. 
Rouge  extrême . 


764 
707 
676 
63o 
583 
543 
5î»o 
481 


COULEURS  PRINCIPALES. 


Violet . 
Indigo  . 
Bleu... 
Vert... 
Jaune.. 
Orangé 
Rouge . 


735 
691 
653 
607 
563 
532 
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Ainsi,  dans  le  rayon  rouge  du  spectre  solaire,  les  molécules  de  l'éther 
effectuent  environ  cinq  cents  millions  de  millions  de  vibrations  par 
seconde.  A  ce  nombre  prodigieux,  il  faut  ajouter  presque  sa  moitié 
pour  obtenir  le  nombre  des  vibrations  par  seconde  dans  le  rayon 
violet.  Au  reste,  on  peut  déterminer  approximativement  le  nombre 
des  vibrations  que  présentent  les  rayons  placés  vers  le  milieu  du 
spectre  solaire,  en  opérant  comme  il  suit. 

En  une  seconde  sexagésimale,  les  vibrations  des  molécules  d'éther 
renfermées  dans  une  onde  plane  se  transmettent  aux  molécules  que 
renferment  d'autres  ondes  comprises  entre  des  plans  parallèles  jus- 
qu'à une  distance  d'environ  80000  lieues,  de  telle  sorte  que  les  vibra- 
tions commencent  dans  la  deuxième  onde  quand  elles  s'achèvent 
dans  la  première,  qu'elles  commencent  dans  la  troisième  quand  elles 
s'achèvent  dans  la  deuxième,  et  ainsi  de  suite.  Or  les  diverses  ondes 
étant  contiguës  les  unes  aux  autres,  il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire 
que,  pour  obtenir  la  durée  de  la  vibration  des  molécules  éthérées 
dans  une  seule  onde,  il  faudra  diviser  une  seconde  sexagésimale  en 
autant  de  parties  qu'il  y  a  d'épaisseurs  d'ondes  dans  une  distance  de 
80000  lieues.  D'ailleurs  chacune  des  lieues  que  l'on  considère  ici  est 
de  2000  toises  ou  environ  4ooo™;  chaque  mètre  se  compose  de  1000™™, 
et  il  résulte  du  Tableau  III  que  l'épaisseur  d'une  onde,  pour  les  rayons 
placés  vers  le  milieu  du  spectre,  est  d'environ  un  demi-millième  de 
millimètre,  et  qu'en  conséquence  chaque  millimètre  renferme  en- 
viron 2000  épaisseurs  semblables.  Donc  le  nombre  des  vibrations 
exécutées  par  les  molécules  d'éther  dans  une  seule  onde  plane  et 
en  une  seconde  de  temps,  pour  les  rayons  situés  vers  le  milieu  du 
spectre,  sera  sensiblement  égal  au  produit  des  facteurs 

80000,     4ooOj     1000     et     2000, 

c'est-à-dire  à 

640  000  000  000  000, 

ou  à  640  millions  de  millions.  Il  résulte  des  Tableaux  II  et  V  que  ce 
dernier  nombre  représente  effectivement  le  nombre  des  vibrations  par 
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seconde  dans  le  rayon  F  de  Frauenhofer,  qui  est  un  rayon  bleu  situé 
dans  le  spectre  solaire  vers  la  limite  du  bleu  et  du  vert. 

Les  nombres  compris  dans  le  Tableau  V  diffèrent  de  ceux  que  l'on 
trouve  dans  le  Traité  de  M.  Herschel  sur  la  lumière.  En  recherchant 
la  cause  de  cette  différence,  j'ai  reconnu  qu'elle  devait  être  principa- 
lement attribuée  à  ce  que  les  épaisseurs  d'onde  ou  longueurs  d'ondu- 
lation adoptées  par  cet  auteur,  et  relatives  aux  diverses  couleurs  ou  à 
leurs  limites,  diffèrent  assez  notablement  des  valeurs  de  /  inscrites 
dans  le  Tableau  III  et  données  par  Fresnel. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  observer  que,  dans  les 
milieux  qui  ne  dispersent  pas  les  couleurs,  les  valeurs  de  k  relatives 
à  deux  rayons  différents  conservent  entre  elles,  en  vertu  de  la  for- 
mule (7),  le  même  rapport  que  les  deux  valeurs  correspondantes  de  s. 
Ce  rapport  est  donc,  ainsi  que  les  valeuré  de  s,  indépendant  de  la  na- 
ture du  milieu  que  l'on  considère,  pourvu  que  la  dispersion  soit  nulle; 
en  sorte  qu'il  reste  le  même,  par  exemple,  dans  le  vide  et  dans  l'air 
atmosphérique.  On  peut  en  dire  autant  du  rapport  entre  deux  valeurs 
diverses  de  /,  qui  est  toujours  l'inverse  du  rapport  entre  les  valeurs 
correspondantes  de  k.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  divise  successive- 
ment la  valeur  /,  de  /,  qui  répond  au  rayon  B  de  Frauenhofer,  par  les 
valeurs  de  /relatives  aux  autres  rayons,  c'est-à-dire  par  les  quantités 

^2>       'sj       H>       *5>       'e?       'tj 

on  trouvera  pour  quotients  les  nombres  dont  les  logarithmes  sont 

(47)  0202980,    0675454,    1165319,    1528944,    2049754,    2438873, 
c'est-à-dire  les  nombres 

(48)  1,0478,     i,i683,     1,8078,     i,42o3,     1,6082,     i,75i2. 

Or  ces  derniers  nombres  représenteront  dans  l'air  et  dans  le  vide,  non 
seulement  les  valeurs  des  rapports 

(   f,cs\  ^1  ^1  ^I  ^1  ^1  ^1 

U9;  7-'    7-'    7-'    T->    7-j    7-j 

*2  <3  H  *S  ^6  h 


NOUVEAUX  EXERCICES  DE  MATHÉMATIQUES.  421 

mais  encore  celles  des  rapports 

ç,  k^       k^       k,^       k^        kf,       k-j 

^^""^  V    V    A^'    ^'    V    ^ 

ou  même  des  suivants 

/f'     X  -^î  -^3  -^i  -^ô  -^6  •^7 

\-Ji)  — J  — J         —5         —  J         —  J  —  • 

5j  5j  5j  S^  S\  5j 

§  X.  —  Considérations  nouvelles  sur  la  réfraction  de  la  lumière. 

Les  lois  de  la  réfraction  simple,  telles  que  l'expérience  les  donne, 
se  trouvent  comprises  dans  les  formules  (8)  et  (9)  du  §  V.  Or  il  est 
important  d'observer  que  la  méthode  à  l'aide  de  laquelle  nous  avons 
établi  ces  formules  les  reproduira  encore  si  l'on  suppose  que  les  va- 
leurs des  déplacements  ^,  r\,  X,  relatives  soit  au  premier,  soit  au  second 
milieu,  et  tirées  en  conséquence  soit  des  équations  (i),  soit  des  équa- 
tions (2),  fournissent,  pour  les  points  situés  sur  la  surface  de  sépara- 
tion, des  valeurs  égales  d'une  fonction  linéaire  quelconque  de  ces 
mêmes  déplacements  et  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  aux  va- 
riables indépendantes  x,  j,  /.  En  effet,  désignons  par  «  la  fonction 
linéaire  dont  il  s'agit.  Si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  ^,  y],  l,  qui 
représentent  les  déplacements  moléculaires  dans  le  rayon  incident, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  ^,  y],  X,  données  par  les  équations  (33) 
du  §  IV,  «  deviendra  une  fonction  linéaire  des  sinus  et  cosinus  de 
l'arc 

k{xç,o?>r: -\- y^\nz)  — st, 

en  sorte  qu'on  aura,  par  exemple, 

(i)     «  =  6cos[^(^cosT  +  y  sinr)  —  sf]  4- -?sin[Â:(jc  cost +  7  sinr  ~  st)}, 

les  coefficients  (S,  S  étant  uniquement  fonctions  des  quantités 

(2)  3,     B,     €,     JD,     s,     k,     cosT,     sinr. 

Soient  maintenant 

€,,     £,        ou        «',     £' 
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ce  que  deviennent  les  coefficients 

quand  on  passe  du  rayon  incident  au  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  c'est- 
à-dire  quand  on  remplace  les  quantités  (2)  par  les  suivantes 

(^)  -^]»     Î3i,     <Ci,     Uj,     s,     k,     —  cûST,     siiiT 

ou  par 

(4)  3',     W,     C,     n',     s,     k',     cost',     sinr'. 

Kn  considérant  à  la  fois  les  deux  systèmes  d'ondes  propagées  dans  le 
premier  milieu,  on  devra,  pour  ce  milieu,  remplacer  la  formule  (i) 
par  la  suivante 

^     i  «=      <^  cos[X:(     ^  COST-}-/ sinr) —5^] +4^  sin[/:(     ^  cosr +/ sinr)  —  .9/] 
f         -h  (EiCOs[A'(— jr  cosT  +  jsinT)  —  st]  4- i?iSin[A-(— ^cosr -4- j  sinr)  —  sf], 

tandis  qu'on  trouvera  par  le  second  milieu 

/gv  (  «=      <Ê'cos[/:'(^"cosT'+7sin-')  —  ,ç'^] 

(  +i^' sin  [A-'(^cosr'H- rsinr')  —  5'^]. 

Si  maintenant  l'on  suppose  que  les  deux  valeurs  précédentes  de  a 
deviennent  égales  entre  elles  pour  les  points  situés  sur  la  surface  de 
séparation  des  deux  milieux  et  correspondants  à  ^  =  o,  on  aura 

(  (<Ê  +  €i)cos(/rrsin-  — 50H-(-f +  -i'i)sin(Â:j'sinT  — ^0 

(7)  ) 

(       =  ^' CO'è{k' y  sxïït'  —  s' t)  -^  £' ^m{k' y  %m-:'  —  s' t). 

Or,  cette  dernière  équation  devant  subsister  indépendamment  des  va- 
leurs attribuées  aux  variables  y  et  /,  les  coefficients  des  puissances 
semblables  de  y  et  de  t  devront  être  égaux  dans  les  deux  membres 
développés  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
dont  il  s'agit;  et  de  cette  seule  considération  on  déduira  immédiate- 
ment les  formules 

(8)  €  +  €,=  (Ê',         £  +  £,  —  £', 

(9)  A-sinr=:  A-'sin-',        s  — s', 
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auxquelles  on  parvient  encore  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Si  dans  l'équation  (7)  on  pose,  pour  abréger, 

(10)  Ajsinr  —  ^i  =  Y,         — ^  =  -  (Y— /rj- sinr), 

on  obtiendra  la  formule 

;  ((E  +  (Ê,)cosY  +  (ir -f--f,)sinY 

1       —      €'cos    '-Y+ (A'sinr'—  -  Asitir  j  y 

1  +  iF'sin  F- Y+ ^A-'sinT'- -  AsinrVv], 

([ui  devra  subsister  à  son  tour,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  Y  et 
dey.  Or,  le  premier  membre  étant  indépendant  de  j,  le  second  devra 
l'être  pareillement,  ce  qui  entraîne  la  condition 

s' 
(13)  A'sin-'=  —  Asin-. 

.s 

Cela  posé,  la  formule  (i  1)  deviendra 

(i3)       ((Ê  +  €1)  cos  Y  -i-{£-h  i^i)  sinY  =  (Ê'cos  ('^  y\  +  £'s\u  ('^  yV 

et,  comme,  en  remplaçant  Y  par  —Y,  on  en  tirera 

(î4)       ((Ê  -!-  €,)  cosY  -  (f  +  4F,  )  sin  Y  =:  (Ê'cos  [-y")  -  i-'sin  ('^  yV 

on  aura  encore 

(i5)     ((Ê  +  (Ê,)cosY=::rcos('^Yj,  (iF  +  i^,)sinY^i-'sin('^'Yy 

Si  maintenant  on  réduit  Y  à  zéro  dans  la  première  des  formules  (i5), 
elle  donnera 

(16)  «-^(Ê,=r(e'. 

Donc  cette  formule  donnera  généralement 

{17)  C0SY=::  C0S(  -  Y 
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Cette  dernière  devant  subsister,  quel  que  soit  Y,  entraînera  l'équa- 
tion 

(i8)  s'=s, 

qui  réduira  la  seconde  des  formules  (i5)  à 

(19)  £  +  £,  =  £■' 

et  l'équation  (12)  à 

(20)  •  A''sinT'=  A' sinr. 

On  se  trouve  ainsi  ramené  aux  équations  (8)  et  (9),  dont  les  deux 
dernières  coïncident  avec  les  formules  (8)  et  (9)  du  §  V. 

En  supposant  que  la  fonction  linéaire  «  des  déplacements  ^,  tq,  ^  et  de 
leurs  dérivées  relatives  slx,  y,  t  se  réduise  simplement  à  la  variable  ^, 
on  ferait  coïncider  les  équations  (8)  avec  les  formules  (7)  du  §  Y.  Mais 
adopter  ces  formules,  ce  serait  admettre,  comme  nous  l'avons  déjà 
observé,  que  l'on  peut  sans  erreur  sensible  ne  pas  tenir  compte  des 
altérations  produites  par  le  voisinage  du  second  milieu  dans  la  valeur 
de  ^  que  détermine  la  première  des  équations  (i)  du  §  Y,  ou  par  le 
voisinage  du  premier  milieu  dans  la  valeur  de  ^  que  détermine  la  pre- 
mière des  équations  (2)  du  même  paragraphe.  A  la  vérité,  en  prenant 
successivement  pour  «  la  variable  ^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
vitesse  -^)  puis  la  composante,  parallèle  à  l'axe  des  a;,  de  la  pression 

supportée  par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  puis  enfin  les  com- 
posantes, parallèles  aux  axes  des  y  et  z,  de  la  pression  supportée  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  on  déduirait  immédiatement 
des  équations  (8)  celles  que  j'ai  données  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
de  M.  de  Férussac  pour  l'année  i83o,  et  qui  s'accordent  si  bien  avec 
les  formules  et  les  expériences  de  Fresnel,  quand  on  suppose  que  la 
densité  de  l'éther  reste  la  même  dans  tous  les  milieux.  Mais  les  prin- 
cipes développés  dans  le  §  IX  ne  nous  permettent  plus  d'adopter  cette 
dernière  hypothèse;  et  d'ailleurs  il  n'est  pas  sulBsamment  démontré 
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que  la  variable  l  et  les  pressions  ci-dessus  mentionnées  doivent,  dans 
le  voisinage  de  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux,  conserver  la 
même  valeur,  tandis  qu'on  passe  de  l'un  à  l'autre.  Des  recherches 
approfondies  sur  ce  sujet  délicat  m'ont  conduit  à  un  nouveau  principe 
de  Mécanique,  propre  à  fournir,  dans  plusieurs  questions  de  Physique 
mathématique,  les  conditions  relatives  aux  limites  des  corps  et  aux 
surfaces  qui  terminent  des  systèmes  de  molécules  sollicitées  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Ce  principe,  que  je  dé- 
velopperai dans  un  autre  Mémoire,  étant  appliqué  à  la  théorie  de  la 
lumière,  on  en  conclut  que,  dans  le  voisinage  de  la  surface  de  sépara- 
tion de  deux  milieux,  les  déplacements  ^,  •/],  'C  des  molécules  d'éther 
relatifs,  soit  au  premier  milieu,  soit  au  second,  devront  fournir  les 
mêmes  valeurs  de  «,  si  l'on  prend  pour  a  l'une  quelconque  des  trois 
fonctions 


(-21) 

ou  bien  encore  si  l'on  suppose 


dn 

d^ 

ÔK 

àl 

àl 

an 

dz 

à/ 

ôx 

dz' 

dy 

dx 

„  =  „.!^+i<Vc.^4  +  *cf^  +  ''' 


a,  h,  c  désignant  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  à  la  sur- 
face de  séparation  des  deux  milieux  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives.  Il  est  bon  d'observer  que  la  valeur  de  «,  déterminée  par 
l'équation  (22),  représente  la  dilatation  linéaire  de  l'éther  mesurée 
suivant  cette  même  normale. 

Lorsque,  les  deux  milieux  étant  séparés  l'un  de  l'autre  par  le  plan 
des  j,  z,  on  suppose  l'axe  des  z  parallèle  aux  plans  des  ondes  lumi- 
neuses, et  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  on  a 
dans  la  formule  (22) 

et,  de  plus,  ^,  y],  X,  deviennent  indépendants  de  z.  Donc  alors,  en  chan- 

CEuvres  de  C.  —  S.  II.  t.  X.  5^ 


dK 

^, 

dl  _^^ 

^ 

T/ 

dx^ 

dy       dx  ' 

dx 

El 
dx 

dx 

dl_ 
dy 

dx       dy 

dn' 
dx 

àX  _ 

dV 

^-^. 

dx 

-  dx' 

dy       dy' 
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géant,  ce  qui  est  permis,  le  signe  de  la  première  des  différences  (21), 
on  trouvera  que  les  fonctions  (21)  et  (22)  peuvent  être  réduites  à 

(23) 

Donc,  si  l'on  nomme  l',  •/]',  'Ç  ce  que  deviennent  les  déplacements  H, 
Y),  l  tandis  que  l'on  passe  du  premier  milieu  au  second,  on  aura,  pour 
les  points  situés  sur  la  surface  de  séparation,  c'est-à-dire  pour  x  =  o, 

(24) 

et 

(25) 

Lorsque  dans  les  équations  (24)  et  (20)  on  substitue  à  c,  rj,  '(  les 
seconds  membres  des  formules  (i)  du  §  V,  et  à  ^',  y]',  'C  les  seconds 
membres  des  formules  (2)  du  même  paragraphe,  on  obtient  les  lois  de 
la  réflexion  et  de  la  réfraction  qui  ont  lieu  à  la  surface  des  corps  trans- 
parents, avec  les  diverses  formules  que  contiennent  les  deux  lettres 
adressées  à  M.  Libri  les  19  et  27  mars,  et  imprimées  dans  le  n°  14  des 
Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
pour  l'année  i836.  On  déduit  aussi  des  conditions  (24)  et  (25)  les  lois 
de  la  réflexion  opérée  par  la  surface  extérieure  d'un  corps  opaque  ou 
par  la  surface  intérieure  d'un  corps  transparent,  dans  le  cas  où  l'angle 
d'incidence  devient  assez  considérable  pour  qu'il  n'y  ait  plus  de 
lumière  transmise,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  réflexion  devient 
totale  {voir  à  ce  sujet  les  deux  lettres  que  j'ai  adressées  à  M.  Ampère 
les  i*'  et  16  avril  i836).  Comme  je  l'ai  montré  dans  ces  différentes 
lettres,  les  formules  auxquelles  conduisent  les  conditions  (24)  et  (25), 
non  seulement  déterminent  l'intensité  de  la  lumière  polarisée  rectili- 
gnement  par  réflexion  ou  par  réfraction  et  les  plans  de  polarisation 
des  rayons  réfléchis  ou  réfractés,  mais  encore  elles  font  connaître  les 
diverses  circonstances  de  la  polarisation  circulaire  ou  elliptique  pro- 
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duitc  par  la  réflexion  totale  ou  parla  réflexion  opérée  à  la  surface  d'un 
corps  opaque  et,  en  particulier,  d'un  métal.  D'ailleurs,  les  divers 
résultats  de  notre  analyse  se  trouvent  d'accord  avec  les  lois  déjà  con- 
nues, particulièrement  avec  les  formules  proposées  par  MM.  Fresnel 
et  Brewster,  ainsi  qu'avec  les  observations  de  tous  les  physiciens.  Au 
reste,  je  reviendrai  sur  ces  résultats  dans  de  nouveaux  Mémoires,  où 
je  déduirai  directement  des  équations  (i5)  du  §  I  les  lois  des  divers 
phénomènes  lumineux,  y  compris  les  phénomènes  de  l'ombre  et  de  la 
diff'raction. 

§  XI.   —   Sur  la  relation  qui  existe  entre   la   vitesse   de  propagation 
de  la  lumière  et  l'épaisseur  des  ondes  lumineuses. 

Pour  une  couleur  donnée,  la  durée  T  des  vibrations  lumineuses,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  la  quantité 

'  27: 

(0   ,  ^~  Y 

reste  la  même  dans  les  difl'érents  milieux.  Mais  l'épaisseur  /des  ondes 
lumineuses,  aussi  appelée  longueur  d'ondulation,  et,  par  suite,   le  l- 

rapport 

2  TT 

devront,  si  l'on  adopte  la  théorie  exposée  dans  ce  Mémoire,  se  trouver 
liés  à  la  vitesse  de  propagation 

(3)  -Q=:^ 

parla  formule  (i)  ou  (5)  du  §  VI,  c'est-à-dire  par  l'équation 

(4)  ^,  =i22=3a,+  a,A-2  4-a3A:*  +  ..., 

en  vertu  de  laquelle  (2-  se  développera  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances   ascendantes  de  k.   D'ailleurs,  en 


Y 
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posant,  comme  dans  le  §  VI, 


(5) 

b,: 

I 
""  ai' 

h,=- 

32 

^1 

on 

tirera  de  1' 

'équation  (4) 

(6) 

h''=h, 

.?'  + 

2  a, B.\  â% 

b,= 


a? 


Les  coefficients  a,,  a^,  a;,,  ...,  b,,  h,,  bg que  renferment  les 

seconds  membres  des  équations  (4)  et  (5),  dépendent  de  la  nature  du 
milieu  dans  lequel  se  propage  la  lumière  ;  les  quantités  k,  [î  dépendent 
en  outre  de  la  valeur  attribuée  à  s,  c'est-à-dire  de  la  couleur.  Dans  le 
vide  et  dans  les  milieux  qui  ne  dispersent  pas  les  couleurs,  par 
exemple  dans  l'air  atmosphérique,  les  coefficients 

82,      83,       .  •  . ,      i}2>      ba,       ... 

s'évanouissent;  alors  la  formule  (4),  réduite  à 

(7)  |-2=^'=ai' 

exprime  que  la  vitesse  de  propagation  12  est  indépendante  de  s,  et  ^- 
proportionnel  à  k-. 

Concevons  maintenant  que,  les  valeurs  de  k  et  de  ù  étant  relatives 
à  l'air  atmosphérique,  on  désigne  par 

(8)  k'=9k 

ce  que  devient  la  quantité  k  lorsqu'on  substitue  à  l'air  un  autre  milieu. 
La  valeur  de  0,  déterminée  par  l'équation  (8),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  l'équation  (16)  du  §  V,  ne  sera  autre  chose  que  l'indice  de 
réfraction  d'un  rayon  lumineux  qui  passerait  de  l'air  dans  le  nouveau 
milieu  que  l'on  considère,  et  la  formule  (G)  deviendra 

(9)  k'^=:  9'  k'-=his'--^h^s'*  +hss'^ -h . . . . 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  remplace  s  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (3),  on  trouvera 

(10)  6^=hi9J-hh^^'s''-hh3^'s'*  +  .... 
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Donc  en  posant,  pour  abréger, 

(11)  h,Oj=a,         h,9J^\>,         h,9J=c, 
on  aura  simplement 

(12)  0^  z^  a  -h  b s^- -h  c s'' -h .  .  . . 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  les  formules  (10)  et  (11),  ù  repré- 
sente la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  l'air,  vitesse  qui 
reste  la  même  pour  toutes  les  couleurs. 

Soient  maintenant  ' 

^1,     d„     9„     e„     9,,     9„     9, 
les  valeurs  de  0  relatives  aux  rayons 

B,     C,     D,    E,     F,     G,     H 

de  Frauenhofer,  et 

.Vl,        ^2>        •^3»        ■^4»        '^5»        '^G>        ^1 

les  valeurs  correspondantes  de  s.  Si  l'on  désigne  par  i  l'un  quelconque 

des  nombres  entiers 

I,    2,     3,    4,     5,    6,     7, 

et  si  l'on  pose  en  outre 

(i3)  Qi=^Oh 

la  formule  (i  2)  donnera 

(•4)  0,-=ia-f- b.ç?+c.v,^4- 

Or  il  résulte  des  calculs  développés  dans  les  §§  VI,  VU,  VIII  qu'on 
peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  le  second  membre  de  l'équation  (4) 
ou  (G),  et  par  conséquent  le  second  membre  de  la  formule  (r4).  à  ses 
quatre  premiers  termes.  Donc  cette  formule  pourra  s'écrire  comme  il 
suit  : 

('5)  0,  =  a+b.ç?+f,yf+îi.çf. 

D'autre  part,  on  pourra  encore  négliger  A' 0,  dans  le  premier  membre 
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de  la  formule  (i  i)  du  §  VII,  et  réduire  cette  formule  à 


j  0,:=0  +  (U'-0);3,+  [U"-0-(U'-0)S"(3,]7.- 

i  +  ju"'_  0  _  (U'-  0)S'"^,-  [U"-  0  -  (U'-  0)S"(3,]S'"y/  i  (5,-, 


(i6) 

les  valeurs  de 


0,     U',     U",     U" 
étant  celles  que  fournissent  les  équations  (lo)  et  (6)  du  §  VII,  savoir 

(     0      -  t  SQ   _    Ql  +  Q2+  03+  04+  05+06 

(17)  )U'=S'0,=      0^+0,+  03+0^_0._0g_0., 

U"  =  S"  0,  =  -  0j  -  02  +  03  +  04  +  03  +  06  -  0„ 

(    U"  =  S"0,  =  -  0,  +  0,  +  03  _  0,  _  0.  +  0g  +  0^, 

et  l'on  tirera  de  ces  dernières  équations  combinées  avec  la  formule  (i4) 

(  0   =  a  +  -  S    5?+  -  S  5,^+  -  S5?, 
I  7  7  7 

(,8)  ]  U'  =  tt+ b  S' 5?+cS'5Kî'S'5?, 

j  U"  =  a  +  b  S"  5? 4-  r  S"  s\+  b S"  s^, 
\  \}"'=  Cl  +  b  S'"^|+  r  ^"'s'l-\--b^"'sl, 

les  notations  S^;,  S'^J,  S"^;,  S'" 5;,  ^s%  ...  exprimant  ce  que  de- 
viennent les  sommes  désignées  par  S0,,  S'0,,  S"0,,  S"'0,  dans  les 

équations  (17),  quand  on  y  remplace  0,  par  s^^  ou  par  s-,  Enfin 

il  est  clair  que  la  substitution  des  valeurs  de 

0z,    0,    U',    U", 

fournies  parles  équations  (i5)  et  (18),  transformera  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  (16)  en  deux  fonctions  linéaires  des  quantités 

(19)  a,     b,     r,      i>, 

qui  varient  avec  la  nature  du  milieu  réfringent.  Or,  ces  deux  fonc- 
tions devant  être  égales  entre  elles,  quel  que  soit  le  milieu  réfringent, 
on  peut  en  conclure  que  dans  l'une  et  l'autre  les  coefficients  des 
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quantités  (19)  devront  être  les  mêmes.  Par  suite,  l'équation  (16) 
devra  continuer  de  subsister  si,  dans  cette  équation  et  dans  les  for- 
mules (17),  on  remplace  0,-  par  l'une  quelconque  des  quatre  quan- 
tités 

(20)  I,     sj,     sj,     sf, 

ce  qui  revient  à  supposer,  dans  les  formules  (i5)  et  (18),  l'une  des 
quantités  a,  b,  c,  "ï»  réduite  à  l'unité  et  les  trois  autres  à  zéro. 

Remplacer  0,  par  l'unité,  c'est  substituer  l'air  au  milieu  qui  devait 
réfracter  la  lumière.  Alors  on  trouve,  non  seulement  0,=  f,  mais 

aussi 

0  =  U'=U"=U'"=i, 

et  l'équation  (iG)  devient  identique,  comme  on  l'a  déjà  remarqué 
(p.  363). 

Remplaçons  maintenant,  dans  l'équation  (16),  0,  par  s'-,  n  dési- 
gnant l'un  des  trois  nombres  entiers  2,  4,  G,  et  faisons,  pour  abréger, 

I    ç    —  Y  ~ **'  —  — J 

\  ^ 

(21)  I  ç'  =  S'5f=      s\^  s\+  s'I-v  s'I—  s'I—  s'I—  s'\, 

1   5"  =r  ^"S'l=i  -  S\-  s\-\-  4+  5«+  S'i-r-  S^-  s'i, 

\  ç'"--  S"'s'l=  -  .ç'/+  s'I-i-  5'j—  si—  sl-\-  s'^-h  5«  ; 
l'équation  (iG),  jointe  aux  formules  (17),  donnera 

^^^^     !  ^?=  ?  +  («'- Ç)(3.H-[ç"- s- (ç'-ç)S"^,]y, 

i  +|s"-S-(ç'-OS'"|3,-[s"-ç-(ç'-ç)S"(3,]S-y,-|5,. 

L'équation  (22)  fournira  pour  s'^  des  valeurs  approchées  de  divers 
ordres,  si  l'on  réduit  le  polynôme  que  renferme  le  second  membre  au 
seul  terme  ç  ou  à  la  somme  de  ses  deux,  trois,  quatre  premiers  termes, 
et,  si  l'on  nomme 

às'l,     A'- s'},     A^sf,     A*  5? 

les  différences  finies  des  divers  ordres  qui  doivent  compléter   les 
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valeurs  approchées  dont  il  s'agit,  on  aura  rigoureusement 

l  :::z:ç  +  (ç'-ç)(3,+  A''5? 

(^3)  )      =  ç  4-  (ç'-  ç)^,  4-  [ç"-  ç  -  (ç'-  ç)  S"[3,]^■^-  A^^?- 

+  I  ç"'- ç  -  (ç'- ç)S"'P— [ç"- ç  -  (ç'- ç)S"{3,-]S"'/,  I  ô,+ A^^:'. 

On  trouvera,  par  suite, 

(24)         A^5?=5:'-ç-(ç'-ç)î3,., 

(  A^s1=s':-  ç  -  (ç'-ç)^,.-  [ç"-ç  -  (ç'_  ç)S"[3,]y,; 
puis  on  en  conclura 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

S'A5?=.ç'-ç, 


(25)  S"A^5?rr:ç"-ç_(ç'_ç)S"[3„ 

(    S'"A«5f  =  ç"-  ç  -  (ç'-  ç)  S'"^~  [ç"-  ç  -  (.-'-  ç)  S'"  j'A, 

de  sorte  que  la  formule  (23)  donnera 

=  iS.çf -+-i3/S'A5?+A^5f 

(26)  i  .       c        ^^  . 

'      =-}S5;'-4-f3,S'A5?  +  7,-S"A2  5;'+A3  5f 


=  \^s'l  +  j3,-  S'A^;.'  +  y,-  S"A25;'  +  ô,-  S'"  A^'^;'  +  A^^f 

et  pourra  être  remplacée  par  le  système  des  équations 

I       s'l  =  \^s'l        H-A^f,  ^s1   —  f3,S'A5f    -^^}s'|, 

^^  j  A^^f  =r  yt  S"  A^i-;-'  4-  A^^f ,         A=5  5j'  =  o,-  S'"  A^y^'  +  ^'^s'|. 

De  plus,  la  formule  (22),  réduite  à 

(  28  )  5?  =  f  S  si  -\-  (3,-  ^'^s1  +  y,-  S"  A-  5f  +  (5,-  S'"  A^  s'I , 

fournira  précisément  pour  s'I  la  valeur  que  l'on  tirerait  de  l'équa- 


'^'''"*^t/?S/ry\ 
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tion  (26)  ou  des  équations  (27),  en  y  posant 

(29)  /^s1=.o. 
On  tire  des  équations  (2)  et  (3) 

(30)  s  =  ^k=z2'KQM. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  suppose  Cl,  k  ci  l  relatifs  à  l'air 
atmosphérique,  la  valeur  de  ù  sera  la  même  pour  toutes  les  couleurs; 
et,  en  désignant  par 

les  valeurs  de  /(:,  /  relatives  k  s  =  s^,  on  trouvera 

(3i)  Si  =  ^ki=^2n^li', 

par  conséquent 

(32)  sf  =  Q'^kf^-{2'!l^)^lj'\ 

Soient  maintenant  A^^,  A^^J',  ...,  A/:",  A-/7",  ...  ce  que  deviennent 
les  différences  As",  A^s",  . . .  déterminées  par  le  système  des  équa- 
tions (27),  quand  on  remplace  dans  ces  équations  s['  par  k"  ou  par  Ij". 
On  aura 

i       kf=y^k'l        -i-Akf,  Ak'l    =^i'è'Ak'l  +An'l, 

(33)  < 

I  AUf  =  y ,•  S"  A2  k'I  +  A^  k'I,         A'  kf  =  ô,-  S'"  A^  k'I  +  A*  kf, 

lj"z=l-Sli"      +A^'S  A/7"  =z(3,S'A/7"  +  A-/7", 

A2/7"— S"A2/7"    +A3/7'',        A3/7"  =  S"A='/7«    +A*/7"; 

puis  on  tirera  des  formules  (33),  (34),  combinées  avec  les  équa- 
tions (27) et (32), 


(34) 


i2/       "  '  ~Vii 

(35)  { 


(36 


I  A^ÂTj'  =  (^^fA'sf,              A* Ai'  =  (^)"^'^"; 
A»  /r«  —  / 1—  1  " A3  ç'^  A*  /""  —  f~ )  A*  5" . 


Gela  posé,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (28)  par 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  X.  55 
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(i)    ou  par  ( —^)  >  on  en  conclura 

(  37  )  kl  :=  \  S  ^?  +  [3,  S' Ak'l  +  yi  S"  A^  kf  +  ô,  S''  A=^  kf, 

(  38 )  Ij"  :=  î  S  /•  "  +  ;3,  S'  A/7"  +  yi  S"  A^ Ij"  +  a,-  S"'  A'  tj" . 

Les  formules  (37)  et  (38),  entièrement  semblables  à  l'équation  (28), 
fournissent  précisément  les  valeurs  de  k"  et  de  /7"  que  l'on  tirerait  des 
équations  (33)  et  (34)  en  y  posant 

(89)  A^A7-ro,        A*/-"— o. 

Les  valeurs  de  6,,  ou  des  indices  de  réfraction,  déterminées  par  les 
expériences  de  Frauenhofer,  sont  composées  chacune  de  sept  chiffres, 
et  le  Tableau  XXIII  du  §  VI  montre  que  l'on  peut  compter  sur  l'exacti- 
tude des  cinq  ou  six  premiers  chiffres.  Les  valeurs  de  //  n'ont  pu  être 
déterminées  avec  la  même  précision,  et,  pour  chacune  d'elles,  on  ne 
peut  regarder  comme  exacts  que  les  trois  ou  quatre  premiers  chiffres. 
Il  en  résulte  que,  dans  les  valeurs  de  k^,  5,,  et  par  suite  dans  les  va- 
leurs de  Ij",  k",  s",  on  ne  saurait  compter  sur  l'exactitude  du  cin- 
quième chiffre  et  des  suivants.  On  ne  doit  donc  pas  être  surpris,  lors- 
qu'on veut  appliquer  au  calcul  des  différences  finies  des  divers  ordres 
de  s",  k'I,  Ij"  les  formules  (27),  (33)  ou  (34),  de  trouver  les  diffé- 
rences finies  du  troisième  ordre,  sensiblement  nulles,  aussi  bien  que 
les  différences  finies  du  quatrième  ordre,  c'est-à-dire  comparables 
aux  variations  que  produisent  les  erreurs  d'observation.  Or  c'est  pré- 
cisément ce  qui  arrive.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  applique  les  for- 
mules (27)  à  la  détermination  des  différences  finies 

A5^     A^5f,     A^^;-', 

et  si  l'on  prend  pour  unité  de  temps,  non  plus  la  seconde  sexagési- 
male, mais  le  quotient  que  fournirait  la  division  de  cette  seconde  en 
mille  millions  de  millions  de  parties  égales,  alors,  en  faisant  usage 
des  logarithmes  de  -±  (3,  et  de  q=  y,  renfermés  dans  les  deux  premiers 
Tableaux  du  §  VI,  et  posant  successivement  /?  —  2,  puis  n  —  4»  on 
obtiendra  les  valeurs  de  s%  As",  A'-s",  A'^"  comprises  dans  les  Tableaux 
suivants. 
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Tableau  I. 

Valeurs  de  sf,  AsJ,  A^yJ,     A'^f. 


/. 

1. 

Vj 

2,833 

L(.^,:) 

L(.^n 

sf 

4521774 
9043548 
8,0233 
14,7025 
-6,6792 

|S.? 

Av? 

L(-S'A.v,2).. 

2807340 
5391 941 

Somme. . . 

|3,-S'A.s-? 

81 99281 
-6,6o58 

A^.vf 

L(+T/) 

L(S"A2,v|)... 

-0,0734 
2296904 
7323938 

Somme. . . 

9620842 

T.S"A^yf.... 

-0,0916 
0,0182 

A3.y2 

2,968 


4724704 


9449408 


8,8093 

14,7025 


-5,8932 


2272021 

5391941 


7663962 


-5,8398 


-o,o534 


92991^7 
7323938 


5623125 


-0,0460 


-o , 0074 


3,3o9 


5197228 


0394456 


10,9508 
14,7025 


-3,7517 


0371 l32 

5391941 


5763073 


-^,7^7 


4. 


3,704 


5687093 


1374186 


13,7220 
14,7025 


-0,9805 


4979974 
5391941 


0371915 


-1,0894 


0,0180 


8770350 
7323938 
6094228 


0,0407 


o,  1089 


2534450 
7323938 


9858388 


0,0968 


0,0121 


4,023 


6045718 


209i43() 


16,1862 
14,7025 


1,4837 
5812101 
5391941 


1204042 


I ,3195 


o, 1642 


3oioo33 
7323938 


0333971 


0,1080 


o,o562 


6. 


4,541 


6571528 


3i43o56 


20,6208 
14,7025 


5,9183 


2345423 
5391941 

7737364 


5,9393 


-0,0210 

6552454 
7328938 


3876392 


0,0244 


-0,0454 


4,960 


6955147 


3910294 


24 ,6o53 
14,7025 


9,9028 


4627934 
5391941 
0019875 


10,0459 


-0,1431 


3898998 
7328988 


1222986 


-o, 1825 


-0,0106 


102,9177 
102,9175 


S,vf 


-34,6094 


S"^^■s■■j 


0,540 


S"'A2.y| 
-o, 1726 


Tableau  II. 

Valeurs  de  sf,  ^sf,  l^sj,  A.^sf. 


i. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

SOMMES. 

L(*') 

sf 

8087096 

8898816 

77,604 

248,975 

0788912 

1 19,9-20 

248,975 

-129,055 

2748872 
188,294 
248,975 
-60,681 

4182872 

62861 12 

7820588 
605,428 
248,975 
856,448 
46279J4 
0879908 

1742,825 

1742,825 

0,000 

S.v) 

64,374 
248,975 

261,992 
248,975 

425,218 
248,975 

1742,825 

S'  \sf 

\Ssï 

\.à 

-184,601 

-171,871 
2272021 
0879908 
2651924 

-184,159 

-18,017 
5812101 
0879908 

176,248 

-1091 ,416 

L(^?.-) 

L(--S'A*t)-- 
Somme. . . 

P/S'a4 

^^sf 

L(=PÏ/) 

M-S'A^v/). 

Somme. . . 

Y/S"AVv/.... 

A34 

2807340 
0379908 

0871 182 
0879908 
0751035 

4979974 
0879908 

5359877 

-84,855 

-26,826 

2845428 
0879908 
2723826 

8187243 

6192004 

5007887 

-208 ,817 

-118,879 

4 1 , 6 1 0 

-28,593 

187,298 

816,799 

^9,^49 
8898998 
1827085 

-0,008 
0,008 

S"A«.v> 

28,716 

12,788 

-10,176 

-Il ,o55 

-i52,3o3 

2296904 
1827085 

9299187 
1827085 

8770850 
1827085 

2534450 

1827085 

8010088 
1827085 

6552454 

1827085 
8879589 

4128989 

I 126272 

0597435 

436i535 

4887118 

5726088 

25,846 

12,961 

-11,475 

-27,299 

-80,459 

-6,866 

^7,^77 
2,272 

o,o65 

-2 , 1 80 

-0,178 

«,299 

0,97^ 

1,866 

-4,169 

-0,062 
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Pour  s'assurer  que  les  valeurs  de  A^^",  renfermées  dans  les  dernières 
lignes  horizontales  de  ces  deux  Tableaux,  sont,  en  effet,  comparables 

aux  variations  que  produisent  dans  les  valeurs  de  s"  les  erreurs  d'ob- 

A*  l  ■ 
servation,  il  suffît  de  calculer  les  diverses  valeurs  de  A^//  ou  de  -t-^> 

en  supposant  que  l'on  désigne  par 

ce  que  devient  li  en  vertu  de  la  formule  (32),  quand  on  remplace  dans 

cette  formule  s'-  par 

s'I  —  A^sf. 

Or,  dans  cette  supposition,  on  tire  de  la  formule  (32) 
(4o)  si  -A'sf  —  {iTi^Yiti  —  AHi)-" 

et,  par  suite, 


ou 

(40 


I  — 

A3  5? 

(■~fr 

AU,- 

1 

I  — 

~v~ 

D'ailleurs,  A^s['  étant  très  petit  par  rapport  à  s",  le  second  membre  de 
l'équation  (4i)  se  réduira  sensiblement  à 


1  + 

I 
n 

et  cette  ( 

équation  elle- 

•même  à 

(42) 

A'ii 

I  A^ç? 
n     s'I 

Enfin  Ici 

5  valeurs  de 

1 

A^sf 

n 

sr 

tirées  des  Tableaux  I  ou  II,  et  par  suite  les  valeurs  correspondantes 

A^l- 
de  -j—,  seront,  ( 

''i 

Tableau  suivant. 


A^/ 
de  ~j-,  seront,  en  vertu  de  la  formule  (42),  celles  que  présente  le 

''i 
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Tableau  III. 
Valeur  de  — j-^  déduites  de  la  formule  (42). 


i. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

(     ^3,y? 

Pour  n  —  i\    „' 

\'''ï 

A3/j                  I    A3.?? 

0,0182 
8,0233 

-0,0074 
8,8093 

-0,0227 
10,9508 

0,Oi2l 

I 3, 7220 

0,0562 
16,1862 

-0,0454 
20,6208 

-0,0106 
24,6053 

-0,0011 

0,000 4 

0 , 00 I 0 

-0 , 0004 

-0 , 00 I 7 

0,0011 

0 , 0002 

l  A3v'f 
Pour  «  =  4  1     -.    ' 

(  '^Z 

A3/j              I  A3,y,^ 

A-            4    .y> 

-2 , I 3o 
64,374 

-0,173 
77,604 

f,299 
119,920 

0,973 
188,294 

1,866 
261,992 

-4,iG9 
425,218 

2,272 
605,423 

o,oo83 

0,0006 

-0,0027 

-o,ooi3 

-0,0018 

0,0025 

-0,0009 

D'autre  part,  en  ayant  recours  à  diverses  expériences  successives, 
dans  son  Mémoire  sur  la  diffraction,  pour  déterminer  l'épaisseur  des 
ondes  lumineuses  qui  donnent  naissance  à  un  certain  rayon,  et  sup- 
posant cette  épaisseur  exprimée  en  millimètres,  Fresnel  a  obtenu  des 
nombres  qui  varient  entre  les  limites 

o, 000635    et    0,000640, 

dont  la  différence,  divisée  par  le  plus  petit,  donne  pour  quotient  en- 
viron 

0,0079. 

Donc,  puisque  ce  quotient  surpasse,  et  même  assez  notablement,  tous 
les  nombres  renfermés  dans  la  quatrième  et  la  dernière  ligne  hori- 
zontale du  Tableau  III,  si  l'on  en  excepte  le  seul  nombre  o,oo83,  qui 
diffère  peu  du  quotient  dont  il  s'agit,  nous  devons  conclure  que  les 
valeurs  de  A^^J  et  A^'^J,  renfermées  dans  les  Tableaux  I  et  II,  sont 
comparables  aux  variations  que  produisent  dans  les  valeurs  de  5"  les 
erreurs  d'observation.  La  même  conclusion  se  déduirait  aussi  des  ex- 
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périences  do  Frauenhofer,  qui  fournissent  pour  les  épaisseurs  des 
ondes  lumineuses  des  variations  du  même  ordre  que  les  expériences 
de  Fresnel. 
.  On  peut  donc  négliger 

^'s1,   Ln%   ^H]" 

dans  les  formules  (27),  (33),  (34),  et  par  suite 

S'"A'.ç?,     S'"A^A-f,     S'"A'*/r% 

dans  les  formules  (28),  (37),  (38),  ce  qui  permet  de  réduire  les  trois 
dernières  formules  à 

(43)  5?  =AS5?  -f-(3,-S'A5?  -+-y,S"A25?, 

(44)  kl^^^kf  +(3,S'AA-?4-y,S"A2A:f, 
(45  )  /r"  rrz  1  S  Ij"  +  ^i  S'A/-"  +  y,-  S" A-^  lj\ 

Si,  dans  la  formule  (43),  on  pose  successivement  n  --  2  et  /z  —  4, 
on  en  tirera,  eu  égard  aux  Tableaux  I  et  II, 


(46) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(47) 


sj  —     14,7025—      34,6094(3,+     o,54oy,, 
5,^  —  248,975    —1091,416  [3/ —  i52,3o3y, 


(3,  —  o,oi56oy,  —-  0,42481  —  0,028894     s|, 
j3,  +  o,  iSgSSy,  r=.  0,22812  —  0,000916245,- , 


puis  on  conclura  de  ces  dernières  équations 

0,19669      0,028894  ,      0,00091624  4 

''  o,i55i5        o,i55i5    '  o,i55i5      '' 

i^j-jzi      o,oi56oy.  H-  0,42481  —  0,028894  5fj 
OU  plus  simplement 


(48) 


(3/  =      o,4o5o3  —  0,02598857  —  0,000092 1  s), 
y,=— 1,2677    +0,18623  57  —  0,00590555,^. 
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Si  d'ailleurs  on  pose,  comme  à  la  page  3^2, 

/  U  =  U-  0  — S'A0„ 

(49)      ^  ^U''-0-(U'-0)S"(3,-=--S"A2  0,., 

(  W=  []'"-  0  -  (U'-  0)  S'" (3,-  -  [U"-  0  --  (  U'-0)S"(3,]S'"y,::-:  S'^A^©,-, 

c'est-à-dire,  si  l'on  prend  pour 

0,    ï(,    V,    w 

les  nombres  renfermés  dans  le  Tableau  V  du  §  VIII,  on  réduira  la  for- 
mule (i6)  à 

puis,  en  négligeant  dans  le  second  membre  le  terme  1D5,,  qui  est  du 
même  ordre  que  A'*^,  ou  A'0,,  on  trouvera 

(5i)  0,  =  0  +  -Uj3._^î)y.. 

Gela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (5i)  jointe  aux  équations  (48) 

i  0,"-0  +  o,4o5o3ll-  -1,2677^1  — (0,025988  îi  — 0,1 8623 î)).ç? 

(02) 

'  —  (  0,000092 1  m  +  0,0059055  u  )  5/ 

et,  par  suite, 

(53)  0.— o+b5?^-r,s/, 
les  valeurs  de  0,  b,  c  étant 

/    tt  rz;  0  +  0,4o5o3îï  —  1,267711, 

(54)  I  b  =  — 0,025988  ï(  +  o,i8623îi, 

\  f  rr^  —  0,000092 1  IK  —  o,oo59o55  V  ; 

puis,  en  écrivant  simplement 

9'-  au  lieu  de  Qi^z.-.  9f         et        s'-  au  lieu  de  sf, 
on  aura  définitivement 

i^"^)  ô'~  a  -h  bs-+  es'*. 

En  substituant  dans  les  formules  (54)  à  la  place  de  0,  IK,  tl  les  nom- 
bres que  renferme  le  Tableau  V  du  §  VIII,  on  obtiendra  les  valeurs 
de  0,  b,  c  comprises  dans  celui  que  nous  allons  tracer. 


kkO 
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Parmi  les  logarithmes  que  renferme  le  Tableau  IV,  les  uns,  savoir 
ceux  des  valeurs  numériques  des  quantités 

ît  =  S'A0,       et       ti=iS"A2  0„ 

ont  été  extraits  de  la  dernière  colonne  verticale  des  Tableaux  II  des 
§§  VII  et  VIII.  D'autres  logarithmes,  savoir  ceux  des  nombres 

0,19969  0,028894  .    „.      0,00091624 

1,2677  — ^^'    0,18623  = ^^^~,  o,ooooqo5d  = -^ J4 -- 

O,I00l5  O,I3Dl0  ^        o,iooi.-> 

et 

ne  ^  y^  0,540    ,        ^     ^^^ 

0,0000921  r=  o,oi56o  X  0,0009000  =  ry-^ —  (0,0009000), 

^54,0094 

ont  été,  pour  plus  de  précision,  déduits  des  logarithmes  des  nombres 
dont  ces  coefficients  représentent  les  produits  ou  les  rapports.  C'est 
ainsi  qu'on  trouve,  par  exemple, 

L(i,2677)  =  L(r9669)  —  L(i55i5)  =z  2987828  —  1907518  —  io3o3o5. 

On  peut  d'ailleurs  confirmer  l'exactitude  des  valeurs  de  0,  b,  c  four- 
nies par  le  Tableau  IV,  de  la  manière  suivante. 
On  tire  de  la  formule  (53) 

(56)  &=--^^Qi=a-^}b^s]~\-\c^sf. 

Or,  si  l'on  substitue  dans  le  second  membre  de  l'équation  (56)  les 
valeurs  de 

tt,     b,     r,     S^l,     S,ç| 

fournies  par  les  Tableaux  I,  II  et  IV,  on  retrouvera  les  valeurs  de  0 
fournies  par  l'expérience,  comme  le  montre  le  Tableau  suivant. 


OEwrcsdeC-  S.  II.  t.  X.  56 
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Tableau  V. 
Valeurs  de  0  tirées  de  la  formule  (56). 


EAU. 

SOLUTION 

(le 

potasse. 

CROWNGLASS. 

FLINTCLASS. 

1"  série. 

T  série. 

1"  espèce. 

2"  espèce. 

3*  espèce. 

1"  espèce. 

2" espèce. 

3'  espèce, 
1"  série. 

3"  espèce. 
2°  série. 

4*  ospècf. 

L(b).... 

L(iS.?). 

Somme. 

4148731 
1678921 

4079175 
1678921 

5oo5658 
1678921 

5880627 
1678921 

5888658 
1678921 

6456777 
1678921 

791 9291 
1678921 

8344143 
I 678921 

8434446 
1678921 

8886098 
1678921 

8660928 
1678921 

5822652 

5753096 

6679579 

7504548 

7562574 

8180698 

9598212 

0018064 

0108867 

0060019 

0834844 

L(c).... 
Somme. 

x633io5 
396x558 

1319898 
3961553 

0096208 
8961558 

2787586 
3961558 

i532o49 
3961558 

8761601 
8961558 

5964871 
8961558 

6910815 
3961558 

6917444 
8961553 

7122118 
8961558 

5883o53 
8961558 

5594663 

5280931 

4057766 

6749094 

5498607 

2728159 

9926429 

0872878 

0879002 

1088676 

9844611 

a 

ibS^v?.  . 
icS.^. 

£,751609 

38218 

—3626 

1,751930 

87611 

-3374 

1,934311 

46554 

—2546 

2,292959 
56298 
-473 

2,297191 
57050 
-854 

2,881864 

65o28 

1872 

2,5i446i 

91059 
9882 

7,578081 

100417 

12225 

2,586562 

102527 

12248 

2,587096 

101891 

12834 

2, 588160 

io8oi5 

9649 

e 

1,786201 

1,786187 

1,978819 

2,348779 

2,853887 

2,448259 

2,6i5352 

2,690728 

2,701882 

2,701821 

2,705824 

j 

(57) 


En  adoptant  les  valeurs  de  a,  b,  (  fournies  par  le  Tableau  IV,  on 
aura 

Pour  l'eau,  i''*=  série; B'^=.  i  ,761609  -1-  0,0025994.^^—  o,ooooi45655S 

»          a'^   série 6-=  i  ,7519.50 -1-0, oo2558 15^  —  o,ooooi355o5*, 

Pour  la  solution  de  potasse 6^=  i  ,984311  +  0,00816645^ — 0,0000102245*, 

Pour  le  crownglass,  i''" espèce ô^—  2,292969  +  0,00882885^— 0,00000 1900 5S 

»                 2«  espèce 6^=  2,297191  +  0,00888085^  —  0,0000014285*, 

»                  3«  espèce 0^=  2,88i364  +  o, 00442 26 5^-!-  0,0000075195*, 

Pour  le  flintglass,     i''^espèce 6^=:  2,5 1 446 1 -i- 0,00619845^-1-0,0000894905*, 

»                 2'^  espèce ô^—- 3^5^8081 +0,00682995^-1- 0,0000491005*, 

»                 3^  espèce,  !''<=  série  ... .  6-=:  2,586562  +  0,00697845-+ 0,0000491765*, 

»                          »           2^^  série ... .  0^=^2,587096  +  0,00689625^+0,0000515485*, 

»                 4^  espèce 02_  3^588160 +  0,00784675^+ 0,0000887535*. 
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En  substituant  successivement  dans  chacune  des  formules  (07)  les 
valeurs  de  s  correspondantes  aux  rayons 

B,    C,     D,     E,     F,    G,     H 

de  Frauenhofer,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  s^  comprises  dans  le  Ta- 
bleau I,  on  obtiendrait  des  valeurs  de  0^,  et  par  suite  des  valeurs  de  6, 
très  peu  différentes  de  celles  que  l'expérience  a  données.  Au  reste, 
pour  trouver  les  différences  des  unes  aux  autres  et  constater  l'accord 
des  formules  (Sy)  avec  les  observations,  il  n'est  pas  même  nécessaire 
d'effectuer  la  substitution  dont  il  s'agit.  On  arrive  plus  facilement  au 
même  but  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 

La  formule  (5o),  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  la  formule  (16) 
de  la  page  872  ne  subsiste  qu'approximativement.  Mais,  comme  nous 
l'avons  déjà  remarqué  (p.  383),  cette  formule  deviendra  rigoureuse 
si  l'on  y  remplace  0,par  0^  —  A^0,,  en  attribuant  à  0/  la  valeur  fournie 
par  les  observations.  Pareillement  les  formules  (43)  et  (5i)  devien- 
dront exactes,  si  l'on  y  remplace 

s]    et    0,- 

par 

s1—à^sf    et    0,— AS©;, 

et  attribuant  à  s'I,  0,  les  valeurs  fournies  par  les  observations,  c'est- 
à-dire  qu'alors  on  aura  rigoureusement 

(58)  5f  —  A»57=  |S5f  +  (3,-S' A^f+  y,S"  A^^f 
et 

(59)  0._A30,=:0  +  -W(3,+  î>y,. 

Effectivement  l'équation  (58)  se  déduit  immédiatement  des  trois  pre- 
mières des  formules  (27),  et  l'équation  (Sg),  que  l'on  peut  encore 
écrire  comme  il  suit 

(60)  0— A'0.=  iS0,4-[3,S'A0.+  y,S"A'-0„ 

est,  aussi  bien  que  l'équation  (i33)  de  la  page  325,  une  conséquence 
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nécessaire  des  formules  (ii3)  du  §  VI.  D'ailleurs,  pour  obtenir  l'é- 
quation (53),  il  a  suffi  d'éliminer  de  la  formule  (5i)  les  valeurs  de 

(3,,     y, 

tirées  des  équations  (46)  auxquelles  se  réduit  la  formule  (43)  quand 
on  y  pose  successivement  n  =  i,  n=^[\\  et,  si  au  lieu  des  for- 
mules (43),  (5i)  on  emploie  dans  l'élimination  dont  il  s'agit  les  for- 
mules (58),  (59),  on  trouvera  de  la  même  manière 

(61)  0—  A90,r=  a  +  b(5?—  A^^?)  +  t{s\—  A'5|). 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  la  formule  (61)  sera 
exacte,  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  Si  et  0,  fournies  par  l'expé- 
rience, en  attribuant  à 

A3  5?,    A3  4,    A'©,- 

les  valeurs  précédemment  calculées  et  comprises  dans  les  Tableaux  I, 
II,  ainsi  que  dans  le  Tableau  III  du  §  VIII.  Or  on  tire  de  la  for- 
mule (61) 

(62)  tt  -t-  \is]^  ts\—%i^\i  ^^  s\^  t  ^^  s\-  A30„ 

et  le  premier  membre  de  la  formule  (62)  est  précisément  la  valeur  de 
0,=  9^^  ou  de  0-  que  fournit  chacune  des  équations  (53),  (55),  (57). 
Donc,  pour  obtenir  les  valeurs  de  G^^  que  déterminent  les  formules  (57), 
il  suffira  d'ajouter  aux  diverses  valeurs  de  0,=  G^^  fournies  par  l'expé- 
rience les  valeurs  correspondantes  du  trinôme 

(63)  X.—  bA^^I  +  fA^^-A^O,-, 
qui  se  trouvent  comprises  dans. le  Tableau  suivant. 
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4./»5 


Tableau  VI. 

Valeurs  de  Xj=:  b  A'^^^  +  rA'^*  —  A^0j  exprimées  en  millionièmes. 


EAU. 

Z  6 
0  -j 

H  à 
p  2 

^   — 

CR 

0. 

OWNGLj^ 

'a 
0. 

FLINTGLASS. 

i. 

.2 

ai 

<i 

Il 

0 

bA3*f 

47 

47 

58 

70 

71 

81 

ii3 

124 

127 

126 

i34 

i^^s\  

3i 

29 

22 

4 

3 

—16 

-84 

—  io5 

—  io5 

—  no 

—83 

—  A^ei 

X, 

62 

25 

17 

-45 

—5 

-55 

127 

38 

—58 

—88 

—20 

140 

lOI 

97 

29 

69 

10 

i56 

57 

—36 

-72 

3i 

bAs^i  

—  19 

-19 

—23 

—28 

—29 

—33 

-46 

— 5i 

—52 

— 5i 

-54 

cS}s\ 

2 

2 

2 

0 

0 

— 1 

—8 

—9 
i5 

-9 
-5 

—7 
88 

—  A3e2 

X, 

—62 

I 

—8 

3i 

23 

]5 

-37 

—60 

—79 

—  16 

—29 

3 

—  6 

—  19 

—90 

-119 

-46 

—65 

27 

bA3*| 

-59 

—58 

—72 

-87 

—88 

— 100 

-i4i 

-i55 

— 158 

-157 

-167 

cA3^* 

—  19 

—  18 

— 13 

— 2 

— 2 

10 

5i 

64 

64 

67 

5o 

-A3  03 

Xa 

—  23 

-16 

-17 

•9 

—35 

72 

—  147 

43 

52 

17 

33 

—  lOI 

—92 

— 102 

—70 

— 125 

—  18 

—237 

-48 

-42 

-73 

-84 

bA3^| 

3i 

3i 

38 

46 

47 

54 

75 

83 

84 

83 

89 

cA3.y| 

-i4 

— 13 

—  10 

— 2 

—  I 

7 

38 

48 

48 

5o 

38 

—  A304 

Xi 

22 

— 10 

/ 

—6 

18 

— 3i 

56 

—21 

—7 

73 

—  lOI 

39 

8 

35 

38 

64 

3o 

169 

IIO 

125 

206 

26 

bA3.y| 

i46 

144 

178 

2l5 

218 

249 

348 

384 

392 

388 

4i3 

c A3^* 

—27 

20 

-19 

—3 

—3 

14 

•74 

92 

92 

96 

72 

—  A305 

Xs 

—8 

10 

3i 

33 

—47 

— 20 

97 

37 

-53 

—65 

-16 

III 

129 

190 

245 

168 

243 

519 

5i3 

43i 

419 

469 

bA3,v| 

—  118 

—  116 

-144 

-174 

-176 

—201 

—281 

— 3io 

-3x7 

— 3i3 

—334 

cA3.yè 

61 

56 

43 

8 

6 

-3i 

— 165 

— 2o5 

— 205 

— 2l5 

—  162 

-ASOe 

Xe 

8 

17 

— 22 

-46 

65 

—20 

—7 

-59 

9 

—27 

85 

-49 

-43 

-123 

— 212 

—  io5 

— 252 

—453 

—574 

— 5i3 

—555 

-4ii 

bA3^f 

—28 

—27 

-34 

-41 

-41 

-47 

—66 

—72 

-74 

^3 

-78 

CA3*i 

-33 

-3i 

—23 

-4 

—3 

17 

90 

112 

112 

117 

88 

—  A3  67 

X7 

I 

25 

—  1 1 

i3 

—  16 

40 

—91 

22 

45 

91 

-67 

—Go 

—83 

-68 

—  32 

—60 

10 

-67 

62 

83 

i35 

— ^7 
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Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  ajoute  à  la  valeur  de  ô,  trouvée  pour  l'eau 

(i'^*  série),  c'est-à-dire  à 

©,  =  1,771387 

la  première  des  valeurs  de  X  fournies  par  le  Tableau  VI  ou  le  nombre 

o,oooi4o, 
on  obtiendra  pour  somme  le  nombre' 

1,771527, 

qui  représente  précisément  la  valeur  de  G^  à  laquelle  on  parvient  en 
posant  dans  la  première  des  formules  (57) 

5  =  51  =  2,833,        L(5)  =4521774. 

Pareillement,  si  de  la  valeur  de  ©g  relative  au  flintglass  (2^  espèce), 

c'est-à-dire  de 

©6=2,740370, 

on  retranche  le  nombre  574,  qui,  pris  avec  le  signe  —,  représente  la 
valeur  de  Xg  correspondante  à  la  même  substance,  on  aura  pour  reste 

le  nombre 

2,739796, 

qui  est  précisément  la  valeur  de  G^  à  laquelle  on  parvient  en  posant 
dans  la  huitième  des  formules  (07) 

5  =  ^6=4,541,        L(5)  =  6571528. 

Au  reste,  l'exactitude  des  valeurs  de  X,  comprises  dans  le  Tableau  VI 
peut  être  confirmée  comme  il  suit. 
Les  formules  (117)  du  §  VI  donnent 

SA'0,=  o,        S'A^0,=  o,        S"A3  0,=  o. 

On  aura  de  même,  en  désignant  par  n  l'un  des  nombres  entiers  2  et  4, 

(64)  SA»5?=o,        S'A5  5f=o,        S"  A3  5?=  G, 
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et  par  suite  on  tirera  de  l'équation  (63) 

!S  li  =      Al  +  X2  +  X3  +  X4  +  ^5  -+-  Xe  +  >7  =  o, 
S'X,-=  Xi+X,H-X3+>^4—  >5—  >-6—  ^7=0, 

S"X/=—  Xi— Xï+XsH-XiH-Xs+Xg— X7— o. 

Enfin  de  ces  dernières  équations  combinées  entre  elles  on  conclura 

(66)  X,+  X2  =  -(X3+X4)=X54-X6  =  —  X7. 

Donc  les  quatre  quantités 

(67)  Xi  +  Xa,        Xs-i-Xi,        Xg+Xs,        X7 

devront  être  égales  au  signe  près  et  alternativement  affectées  de  signes 
contraires.  Or  cette  condition  se  trouve  effectivement  remplie  avec 
une  exactitude  suffisante  par  les  valeurs  de  X^  que  fournit  le  Tableau  VI, 
comme  le  prouve  celui  que  nous  allons  tracer. 


Tableau  VIL 

Valeurs  de  X,  +  Xg,     X3+X4,     ...   exprimées  en  millionièmes. 


EAU. 

2  i 

H     « 

s   0 

93  -a 

CROWNGLASS. 

FLINTGLASS. 

1 

'iA 

-0 
Q. 

p. 

-0 

c. 

a. 

o,  .3 

58 
-58 

58 

—57 

X1-+-  X.2 

X3-X4 

Xs-f-  Xfi 

X7 

61 
—  62 

62 
—60 

85 

-84 

86 

-83 

68 

-67 
67 

-68 

32 
—32 

33 

-32 

63 
—61 

63 
—60 

-9 
12 

—9 
10 

66 

—68 
66 

-67 
4 

—62 
62 

-61 
62 

—  82 

83 

—82 
83 

-.37 

i33 

— 136 

i35 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  valeurs  de  ô^  fournies  par  les 
équations  (Sy)  coïncident  avec  celles  que  l'on  déduit  de  la  formule 

(68)  Ô2=0.+  X,, 

en  attribuant  à  0/  les  valeurs  données  par  l'expérience  et  à  X,  les 
valeurs  très  petites  que  présente  le  Tableau  VI.  Or  on  tire  de  la  for- 
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mule  (68) 

(69)  0  =  (0,  +  X,)^=(ô? 


-^.y^e^^ll 


8  6? 


et,  comme,  pour  chacune  des  valeurs  attribuées  à  X,-  et  à  0,,  le  troisième 
terme  et  les  suivants,  dans  le  dernier  membre  de  l'équation  (69), 
offriront  une  somme  inférieure  à  un  millionième,  on  pourra  sans 
erreur  sensible  réduire  cette  équation  à 


(70) 


1  h 

2  6/ 


Donc  la  différence  entre  la  valeur  de  0  déterminée  par  l'une  des  for- 
mules (57)  et  la  valeur  de  G,  donnée  par  l'expérience  se  réduira  sim- 
plement à  la  quantité 


(71) 


=  ^^7*^/, 


dont  les  diverses  valeurs  se  tirent  aisément  du  Tableau  VI,  et  se 
trouvent  comprises  dans  celui  que  nous  allons  tracer. 

Tableau  VIII. 

Valeurs  de  \  6j^  li  exprimées  en  millionièmes. 


EAU. 

r.  6 

CROWNGLASS. 

FLINTGLASS. 

H  S 

.- 

1 

3  â 

0  œ 
03  -3 

-« 

0 

0. 
0 

œ 

B. 

<j 

5> 

0. 

0 

" 

^ 

IN 

» 

- 

%. 

•,- 

'■* 

Pour  i 

=  I.... 

53 

38 

35 

10 

23 

4 

49 

18 

— II 

—  22 

10 

2.. . . 

-3o 

—6 

— 10 

I 

— 2 

—6 

—28 

-37 

-14 

—  20 

8 

3.... 

—  38 

-n 

-36 

—23 

-41 

-6 

-74 

— 15 

— 13 

—  22 

-26 

4.... 

i5 

3 

12 

12 

20 

10 

52 

34 

38 

63 

8 

5.... 

4i 

48 

67 

80 

55 

78 

160 

i56 

i3i 

127 

142 

6.... 

—18 

—16 

-44 

-69 

-34 

—80 

— iSg 

-173 

— 155 

—  167 

— 124 

7.... 

—11 

— 3i 

-24 

— 10 

—  19 

3 

— 20 

J9 

25 

40 

—  17 

^  [i-- 

=  I  eta. 

23 

32 

25 

II 

21 

— 2 

21 

-19 

—25 

-42 

18 

0  \ 

3et4- 

-23 

— 3i 

-24 

II 

— 21 

4 

— 22 

17 

25 

41 

-18 

0  1 

5  et  6. 

23 

32 

23 

II 

21 

— 2 

21 

'7 

-24 

-40 

18 

ce  [ 

7 

— 22 

-3i 

-24 

—  10 

—  19 

3 

—20 

ï9 

25 

40 

—  17 
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Dans  le  Tableau  VIII  nous  avons  joint,  pour  chaque  substance,  aux 
diverses  valeurs  de 

les  sommes  de  ces  valeurs  prises  deux  à  deux  à  partir  de  celle  qui  cor- 
respond à  i  =  I,  c'est-ti-dire  les  valeursdes  quatre  quantités 

r  o^  iLo-il      A._;_A      h^^h.     _k 

En  ayant  égard  aux  formules  (65)  ou  (66)  et  raisonnant,  comme  dans 
le  §  VI  (p.  337  et  338),  on  démontre  sanspeine  que  les  quantités (72) 
doivent  être  sensiblement  égales,  au  signe  près,  et  alternativement 
affectées  de  signes  contraires.  Or  cette  condition  se  trouve  en  effet 
remplie,  avec  une  exactitude  suffisante,  par  les  quantités  comprises 
dans  les  quatre  dernières  lignes  horizontales  du  Tableau  VIIÏ;  ce  qui 
prouve  la  justesse  de  nos  calculs. 

D'après  le  Tableau  VIII,  la  différence  entre  la  valeur  de  G  déter- 
minée par  l'une  des  formules  (07)  et  la  valeur  de  6^  fournie  par  l'ex- 
périence est  généralement  inférieure,  abstraction  faite  du  signe,  à  un 
dix-millième.  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  le  flintglass,  dans  le  cas 
où  Ton  pose  i=6  ou  i  =  7,  et  alors  même  la  différence  dont  il  s'agit, 
prise,  abstraction  faite  du  signe,  ne  dépasse  jamais  173  millionièmes, 
ou  environ  un  dix-millième  trois  quarts.  Les  formules  (57)  repro- 
duisent donc,  avec  de  légères  variations,  les  valeurs  de  6/  fournies  par 
l'expérience.  Toutefois  les  variations  dont  il  s'agit  deviennent,  pour 
certains  rayons  et  certaines  substances,  supérieures  aux  variations 
observées  dans  le  passage  d'une  série  d'expériences  ii  une  autre  ;  puis- 
que ces  dernières  variations,  d'après  le  Tableau  XXIII  du  §  M,  n'ont 
jamais  surpassé  la  moitié  d'un  dix-millième.  Ainsi  les  équations  (37), 
appliquées  à  la  détermination  des  valeurs  de  0^  et  de  0,  n'atteignent 
pas  le  même  degré  de  précision  que  les  formules  établies  dans  les 
§§  VI,  VII  et  VIII,  par  exemple  les  formules  (11),  (27)  et(39)(§  VII), 
desquelles  on  déduisait  pour  0,=  6^",  et  par  suite  pour  G,,  des  valeurs 
dont  l'exactitude  était  comparable  ou  même  supérieure  à  celle  des 

OEuires  de  C—  S.W,  \.X.  Ô'J 
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résultats  directement  fournis  par  l'expérience.  Mais  il  est  juste  de 
remarquer  que  les  coefficients  renfermés  dans  les  équations  (57),  ou 
les  valeurs  de 

a,     b,     r 

relatives  aux  diverses  substances,  dépendent  à  la  fois  des  valeurs  de  6 
et  de  /fournies  par  l'expérience,  les  unes  avec  sept  chiffres,  les  autres 
avec  quatre  chiffres  seulement,  tandis  que  les  coefficients  compris 
dans  les  formules  des  §§  VI,  VII  et  VIII  dépendent  uniquement  des 
valeurs  observées  de  0.  Pour  cette  raison,  en  établissant  les  for- 
mules (57),  on  a  dû  négliger  les  différences  du  troisième  ordre,  dont 
on  avait  tenu  compte  dans  les  §§  VI,  VII  et  VIII.  On  ne  doit  donc  pas 
s'étonner  que,  pour  certains  rayons  et  certaines  substances,  les 
nombres  compris  dans  le  Tableau  VIII  surpassent  un  dix-millième  et 
s'élèvent  jusqu'à  un  dix-millième  trois  quarts  environ. 

Les  plus  grands  nombres  que  renferment  les  Tableaux  VI  et  VIII 
étant  574  et  173  millionièmes,  il  en  résulte  que  les  formules  (37)  dé- 
terminent les  valeurs  de  0^  à  5  ou  6  dix-millièmes  près  et  les  valeurs 
de  0  à  I  ou  2  dix-millièmes  près.  Comme  d'ailleurs,  dans  les  Ta- 
bleaux I  et  II,  les  valeurs  de  s""  sont  toutes  inférieures  à  23  et  celles  de 
s'  à  G06,  il  est  clair  qu'on  pourra  simplifier  les  formules  (57),  en 
supprimant  les  deux  derniers  chiffres  décimaux  dans  les  coefficients 
de  s^  et  de  s\  car  cette  suppression  produira,  dans  la  valeur  de  0-,  une 
variation  inférieure  à  la  somme  des  produits 

25  X  0,00001  =  0,00025        et        606  X  0,0000001  =  0,0000606, 

par  conséquent  inférieure  au  nombre 

o,ooo3io6, 
et  à  plus  forte  raison  à 

0,000574. 

Après  cette  suppression,  les  deux  valeurs  de  chaque  coefficient  b  ou  c, 
correspondantes  à  deux  séries  d'expériences  faites  sur  la  même  sub- 
stance, seront,  comme  on  devait  s'y  attendre,  très  peu  différentes 
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l'une  de  l'autre,  et  si  l'on  rennplace  ces  mêmes  valeurs  par  leur  demi- 
somme,  si  de  plus  on  supprime  encore  les  deux  dernières  décimales 
dans  les  valeurs  de  o,  on  réduira  les  formules  (07)  aux  suivantes  : 

/  Eau 0"-"  1 ,7518  4-  0,002085- —  o, 000014 l'ï*, 

Ù'^z^.  I  ,9343  -4-  0,003175-^  0,0000I02.v'% 

ô-=  2, 2930  +  o,oo3835- —  OjOooooig.sS 

0-=;  2,2972  H-  0,003885^ —  0,00000145', 

(73)  <(  »  3«   espèce....     ô-=:  2, 38i4  + 0,004425--+- 0,00000755s 

0-=:  2,5l45  +  0,006195-+  0,00003955'% 

0-=  2 , 5781  +  o,oo6835^-+-  0,0000491 5% 
Q'^=z  2 , 5868  +  o , 006935-+  o ,  oooo5o45*, 
B-=.  2 , 5882  -\-  0,007355--!-  o,oooo3885*. 

Si,  en  désignant  par  Q.  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans 
l'air,  on  pose 


Solution  de  potasse  . . . 

Crownglass,  i"""  espèce. 

»  2«  espèce. 


)) 

3''   espèce. 

Flintglass, 

I'''  espèce, 

» 

2"   espèce. 

» 

3"  espèce 

» 

4"   espèce 

(74) 


on  tirera  des  formules  (5)  et  (r  i) 
(75)  ai=tt3,        a2  =  --ttbJi% 


83=:  a  (2b- 


:)^\ 


Par  suite,  si  l'on  réduit  le  dernier  membre  de  la  formule  (4)  ^  ^^es 
trois  premiers  termes,  on  tirera  de  cette  formule,  en  supposant  les 
valeurs  de  li  et  de  ^  relatives,  non  plus  à  l'air,  mais  à  un  milieu  quel- 
conque, 


(76) 


^  =  ^-^  -  a  J  [i  -  bS A-2  +  (2  b2-  tu)  JV/'l  ; 
^2 


puis  on  en  conclura 

(77)  s'=a%\_k'-—  bJA'*+  (2b-^—  ar)JU'''] 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(78)  .ç'=o3A:^— ob3U'^+(2ab2  — a2f)JV.«. 

Si  l'on  continue  de  prendre  pour  unité  de  temps  le  quotient  qu'on 
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obtient  en  divisant  une  seconde  sexagésimale  par  mille  millions  de 
millions,  c'est-à-dire  par  (io)*%  on  devra,  dans  les  formules  (77) 
et  (78),  aussi  bien  que  dans  la  formule  (55),  attribuer  aux  coeffi- 
cients tt,  b,  c  les  valeurs  que  fournit  le  Tableau  V.  Si,  au  contraire,  on 
prend  simplement  pour  unité  de  temps  la  seconde  sexagésimale,  on 
devra  diviser  les  valeurs  de  b  tirées  du  Tableau  Y  par  (loy^  et  les 
valeurs  de  b^  et  de  c  par  (10)"».  Alors  la  formule  (77)  donnera 


Pour  l'eau 


Pour  la  solution  de  potasse.  . . . 


(10)^" 


""^^^^L"^  ~"''"'"^"7!i^  -^"'^"^^73^,,] 


4,9712 


Pour  le  crownglass,  i"""  espèce.  .^^  =^,  1935 


r   k^ 

r  ^' 


008 1 5  ^^^  +  o ,  000263  — ^,  I 


k'* 

^^700- — —  +o,oooii3- 
(10)-'  ( 


s- 


(79) 


,0001 1 1 


(J0)"_ 


3«  espèce.     ^-^  =  4,„3,8 [^-  -0,00749(^+0,00006,  ^] 


Pour  le  tlintglass,  i'^  espèce. 
»  2"  espèce. 

»  3^  espèce. 

»  4^  espèce.. 


^--3>8^4c[^^^- 0,00941  ^^-^-0,000053^ 
''^^98[(^-o,oo988^-^  -0,000069^-^] 
(lor -^'^'-4(4^ -^'^^996^^ -0,000071^ 


(10)^*" 


la  valeur  de  k  étant  variable,  non  seulement  avec  la  couleur,  mais 
encore  avec  la  substance  que  l'on  considère,  et  déterminée  par 
l'équation 


(2) 


,       27: 


Si  dans  les  seconds  membres  des  formules  (79)  on  écrivait  bk  au  lieu 
de  k,  les  valeurs  de  k  deviendraient  relatives  à  l'air,  et  seraient  telles 
que  les  présente  le  Tableau  suivant. 
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Tableau  IX. 

Valeurs  de  k  dans  l'air'. 


INDICATION  DES  RAYONS. 

B. 

C. 
8172000 

D. 

E. 

F. 

G. 

H. 

Ul) 

8374980 

7699476 

7209611 

6850986 

6825176 

5941557 

f/'\ 

1626070 

7981799 

1828000 
7981799 

2800524 
7981799 

2790889 
7981799 

8149014 
7981799 

8674824 
7981799 

4o58443 
7981799 

L(27r) 

Logarithmes  de  k  = 

271 

T' 

9606869 

9809799 

0282828 

0772188 

I i3o8i3 

1656628 

2040242 

A- 

o,9i35 

0,9571 

I ,0672 

•,ï946 

1,2974 

1,4644 

1,5996 

(iO)^ 

A" 

En  multipliant  une  des  valeurs  de  -r--z  tirées  du  Tableau  IX  par  la 

valeur  de  G  relative  au  même  rayon  et  à  une  substance  donnée,  on 

k 
obtiendra  la  valeur  de  7 — rr  relative  au  rayon  et  à  la  substance  dont  il 

(10)^ 

s'agit.  Ainsi,  par  exemple,  en  faisant  usage  des  logarithmes,  on  trou- 
vera, pour  les  valeurs  de  k  relatives  à  la  solution  de  potasse,  celles 
que  fournit  le  Tableau  suivant. 

Tableau  X. 

Valeurs  de  k  relatives  à  la  solution  de  potasse. 


INDICATION  DES  RAYONS. 

B. 

C. 

D. 

E. 

F. 

G. 

H. 

LO 

1460129 
9606869 

1462878 
9809799 
1272677 

1469974 
0282828 

1752297 

14787 16 
0772188 

1486280 
1180818 

1 500129 
1656628 

1511762 
2040242 

LA-  (airj 

LA  (solution  de  potasse). 

1066998 

2250904 

2617098 

8136752 

8552004 

- — -  (solution  de  potasse) . 
(10)^ 

1,2785 

1 ,84o5 

1,4970 

1 ,6792 

1,8269 

2,0686 

2,2657 
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Or,  si  l'on  substitue  ces  dernières  valeurs  de  ; — rr  dans  la  seconde 
des  équations  (79)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 


(80) 


(ior  =^'97^2^7^  -o,o4o45^  +o,ooi3i  ^^ 


on  obtiendra,  comme  on  devait  s'v  attendre,  des  valeurs  de 


(.0)3 


et 


de  f—yi  sensiblement  égales  aux  valeurs  de  s-  et  de  s  renfermées  dans 

le  Tableau  I,  et  telles  qu'on  les  trouve  inscrites  dans  celui  que  nous 
allons  tracer. 

Tableau  XI. 

Valeurs  de  s^  tirées  de  la  formule  (70). 


INDICATION    DES    RAYONS. 


4,9712 


w- 


(lO)'i 


-0,04045 


o.ooiSi 


A* 


(io)2 


(lo)i-^ 


(10)^ 


(lO)' 


B. 


8,1256 

-o, 1081 

o,oo57 


BjO'iSi 


2,833 


8,9329 

-o, i3o6 

0,0076 


8,8099 


2,968 


ii,i4i 

-o,2o3 

o,oi5 


10,953 


3,3io 


E. 


14,016 

-0,322 
0,029 


i3,723 


3,704 


F. 


16,591 

-o,45i 

0,049 


16,1! 


4,024 


-0,741 


20,633 


4,542 


II. 


25 ,519 
-I ,066 


24 , 63o 


4,963 


Les  différences  qui  existent  entre  les  valeurs  de  s  ou  de  — ^  four- 

(10)'» 

nies  par  les  Tableaux  I  et  XI  sont  inférieures  aux  variations  que  pro- 
duisent les  erreurs  d'observations.  Effectivement,  on  tire  des  for- 
mules (2)  et  (3) 

(81)  /z.^. 


et,  si  l'on  substitue  dans  l'équation  (81)  les  valeurs  de  s  fournies  par 
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le  Tableau  XI,  en  prenant  pour  ù  la  vitesse  de  propagation  de  la 
lumière  dans  l'air,  c'est-à-dire  en  posant 

1,000276  ^     ^  >^î7   -ty      » 

on  obtiendra  les  valeurs  suivantes  des  longueurs  d'ondulation  dans 

l'air  : 

Tableau  XII. 

Valeurs  de  l  tirées  de  la  formule  {'^i)  jointe  au   Tableau  XI. 


INDICATION   DES   RAYONS. 

B. 

C. 

D. 

E. 

F. 

G. 

II. 

En  dix-millionièmes  de  millimètre 

En  cent-millionièmes  de  pouce 

6879 
2541 

6564 
2423 

588; 
2175 

5260 
1943 

4842 
1789 

4289 
i585 

3926 
i45o 

1 

Or,  si  l'on  compare  les  valeurs  de  /  inscrites  dans  la  dernière  ligne 
horizontale  du  Tableau  XII  à  celles  qui  ont  été  fournies  par  l'expé- 
rience et  que  nous  avons  placées  en  tête  du  Tableau  II  (§  VI),  on 
reconnaîtra  qu'elles  ne  diffèrent  point  les  unes  des  autres,  si  l'on  en 
excepte  toutefois  les  valeurs  relatives  au  rayon  H.  Observons  d'ail- 
leurs que  la  différence  des  nombres 

i45i    et    i45o 

qui,  dans  les  deux  Tableaux,  représentent  l'épaisseur  des  ondes  rela- 
tives au  rayon  H,  exprimée  en  cent-millionièmes  de  pouce,  se  réduit 
à  une  seule  unité  de  l'ordre  indiqué  par  le  dernier  chiffre,  et  que  les 
expériences  de  Frauenhofer  qui  déterminent  les  épaisseurs  d'ondes, 
exprimées  en  cent-millionièmes  de  pouce,  fournissent  souvent  pour 
un  même  rayon  des  nombres  dont  les  derniers  chiffres  diffèrent  entre 
eux  d'une  ou  de  plusieurs  unités. 

C'est  en  observant  les  phénomènes  produits  par  des  réseaux  com- 
posés de  fils  métalliques  parallèles  les  uns  aux  autres,  que  Frauen- 
hofer a  obtenu  les  nombres  inscrits  en  tète  du  Tableau  II  (§  Vï), 
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savoir 

(a)  254i,  2426,  2175,  1943,  1789,  i585,  i45i. 

On  peut  consulter  à  ce  sujet  le  Mémoire  lu  par  ce  physicien  à  l'Aca- 
démie de  Munich  le  i4  juin  1823.  Les  nombres  dont  il  s'agit  y  sont 
donnés  dans  les  premières  pages  et  se  trouvent,  à  la  fin  du  Mémoire, 
remplacés  par  les  suivants  : 

(b)  ...,  2422,  2175,  1945,  1794,  1587,  1464. 

Les  épaisseurs  d'ondes  représentées  par  les  nombres  (a)  et  transfor- 
mées en  millimètres  ont  été  adoptées  par  quelques  physiciens  (voir 
entre  autres  la  Physique  de  Pouillet).  D'autres  physiciens,  Herschel 
par  exemple,  ont  adopté  les  épaisseurs  d'ondes  représentées  par 
les  nombres  (b),  en  plaçant  à  la  tête  de  ceux-ci  le  premier  des 
nombres  (a).  Par  conséquent  ils  ont  supposé  que  les  longueurs  des 
ondes,  exprimées  en  cent-millionièmes  de  pouce,  étaient  représen- 
tées, pour  les  rayons 

B,     C,    D,     E,     F,     G,     H, 

par  les  nombres 

(c)  2541,    2422,    2175,     1945,     1794»     1^87,     1464. 

Les  deux  suites  de  nombres  (a)  et  (c)  sont  complètement  d'accord 
dans  le  premier  et  le  troisième  terme.  Elles  s'accordent  encore  sensi- 
blement dans  le  quatrième  et  le  sixième;  mais  elles  diffèrent  assez 
notablement  dans  le  septième  ou  dernier  terme.  D'ailleurs  les  for- 
mules établies  dans  le  présent  Mémoire  permettent  de  faire  servir 
trois  termes  supposés  connus  à  la  détermination  des  quatre  autres, 
ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir. 

En  raisonnant  comme  dans  le  §  VII  (p.  378  et  374),  et  négligeant 
les  différences  du  quatrième  ordre,  ou  même  celles  du  troisième,  on 
déduira  des  formules  (5o)  et  (5i)  d'autres  formules  propres  à  déter- 
miner la  valeur  générale  de  0/,  quand  on  connaîtra  les  valeurs  parti- 
culières de 

©1,         ©2,         ©3,        ©5, 
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ou  même  simplement  les  valeurs  de 

0„        0„        03. 

Ces  formules  coïncideront  avec  l'équation  (27)  du  §  VII  et  avec  celle 
qu'on  en  déduit  quand  on  supprime  le  dernier  terme  du  second 
membre,  par  conséquent  avec  la  suivante 


(82; 


(^-«'-H;^"^-"'^ 


4- 


|-i|i  4^  [0,  _  0,  _  |i:z|.  (  e,  -  0,  )l 

P5—  Pi    75  —  73    L  P3—  Pi  J 


la  valeur  de  y]  étant 


(83)  y;  = 


Pareillement,  en  supposant  toujours  que  l'on  néglige  les  différences 
finies  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  les  quantités 

A^0,-,     A^v;',     ^k'U     A->/7", 

on  déduira  des  équations  (43),  (44)»  (45)  d'autres  équations  qui  ser- 
viront à  déterminer  les  valeurs  générales  des  quantités 

quand  on  connaîtra  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  à  trois 
valeurs  données  de  i.  Ainsi,  par  exemple,  en  posant  /i  =  2,  et  regar- 
dant comme  connues  les  valeurs  de  /r- correspondantes  'ài=  \,  i='à, 
i  =  6,  on  tirera  de  l'équation  (45) 

Si  maintenant  on  fait,  pour  abréger. 


(85)      V*—^ &i,         r  —  ^î^'  — (^i)(7/~73)  n  —  r       rp 

p3— Pi  (P6— p,)(yg— /j) 

OEiuTcs  de  C.  -  S.  M,  t.  X.  58 
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la  formule  (84)  donnera  simplement 

(86)  /T^:=./-2-4-B,(/-^-/;^)H-Q[/-^-/7-^-Be(/--'?7^)] 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(87)  ir- = («  -  \h-Ci)ir- + ih^r-  +  a^^. 

p]nfin,  si  dans  les  équations  (83)  et  (85)  on  substitue  les  valeurs  de 
^i  et  de  Yi  trouvées  dans  le  §  VIII,  on  déduira  aisément  de  ces  for- 
mules les  valeurs  de 

y\,     B,-,     Ci     et     1), 

comprises  dans  le  Tableau  que  nous  allons  tracer. 
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Tableau  XIII. 
Valeurs  de  y'/,  lî,,  C/,  I),-. 


/. 

1. 

2, 

3. 

4. 

5. 

G. 

7. 

SOMME. 

3/ 

0,190868 
0, 190868 

0,168734 
0,  i9o8()8 

0, 108921 
0, 190868 

o,o3i477 
9, 190868 

-o,o38i25 
0 , I 90868 

-0,171610 
0, 190868 

-0 , 290264 
0,  i9o8()8 

0,000001 
1,336076 

S; : 

3,— 3, 

0,000000 

-o,oa2i34 

-0,081947 

-0,159391 

-0,228993 

0,362478 

-0,4811 32 

-1 ,336075 

V; 

-0, 16970 
-0, 16970 

-o,o85io 
-0,16970 

0,07534 
-0, 16970 

0,17924 
-0, 16970 

<»,  19999 
-0,16970 

0,04521 
-0, 16970 

-0,24541 
-0, 16970 

-0,00043 
-1  ,  18790 

1  ' 

il 

0 , 00000 

0,08460 

0,24504 

0,34894 

0,36969 

0,21491 

-0,07571 

',18747 

l'     il 

L[±(v,-Y,)] 

L[-(|3.--^0J 

l(+y;-) 

927370 i 
34;ïoÔ99 

3892370 
9i3533i 

5427508 
2024638 

5678377 
3598222 

3322566 
5592817 

8791532 
6822640 

5823 io5 

4757039 

3402870 

2o8oi55 

7729749 

1968892 

Y; 

-3,822'>. 

-2,99o>. 

-2,9902 
-2 , 9902 

-2,1892 
-2,9902 

-1,6144 
-2,9902 

-0 , 5929 
-2,9902 

0,1574 
-2 , 9902 

-1 1 ,o5i5 
-17, 94 «2 

y' 

-o,832o 

0,0000 

0,8010 

1,3758 

2,3973 

3,1476 

6,8897 

U    13 

L(y',  —  y',) 

9201233 
3450599 

9036325 
2024638 

1385553 
3598222 

3797224 
5592817 

4979795 
6822640 

L[-(?/-p,)J 

l[-(P/-!3i)(y:'-y;)]. 

L[-(.3g-?.)(t'6-ï'3)]- 
L(^lCi) 

2651 83 2 
939004 i 

1060963 
9390041 

4983775 
9390041 

939004 1 
939004 I 

i8o>'.435 
93900 îi 

3261 791 

1670922 

5593734 

0 , 00000 

2 ',12394 

C, 

-0,02119 

0,14692 

0,36255 

I , 00000 

',74277 

3,23io5 

L[-(13/-Pi)] 

L[-(P3-3i)] 

L(B,) 

3450099 
9i3533i 

9i3533i 
91 3533 I 

2024638 
9t3533i 

3598222 
9i3533i 

5592817 
9i3533i 

6822640 
9i3333i 

48(5268 

0 , 00000 

2889307 

4462891 

6457486 

7687309 

LCBfi) 

6457486 
3261791 

6457486 
1670922 

6457486 
5593734 

6457486 

6457486 
2412394 

L(q=C,) 

LCzcBaC/) 

97 '9277 

8128408 

205l220 

6457486 

8869880 

B, 

0,27010 
-0,09374 

I ,945o5 
0,64989 

2,79440 
I ,60370 

4,42332 
4,42332 

5,87125 
7,70882 

I 5 , 3o4 1 2 
14,29199 

BgQ 

D, 

0, 36384 

1 ,29316 

.1,19070 

0 , 00000 

-1,83757 

0,012l3 

Cj  -+-  D, 

0,34265 

1,44208 

1,55325 

-0,09480 

3,24318 

(  — Cj —  D, 

0,65735 

-0,44208 

-0, 55325 

1,09480 

0,75682 

(88) 


En  conséquence,  on  tirera  de  la  formule  (87) 

'    /,2=r        0,65735/1^^-1-0,36384/3^  —  0,021  19 /g  ^, 
/^-  =  —  0,4^208/"^  -i-  1,29,516/3*  +  0,14692  /g-, 

/t^  =  —  0,55320/7*  -+-  1,19070/3*  -+-  0,36255 /g*, 
/7*--      1,09480/7*-  1,83757 /j* -H  1,74277 /i*. 
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Si  dans  ces  dernières  équations  on  substitue  les  valeurs  de  l^,  l.,,  l 
qui  font  partie  de  la  suite  (a)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si,  en  pre- 
nant pour  unité  de  longueur  un  cent-millième  de  pouce,  on  pose 

/i=  2,541,        4—2,175,        4  =  1, 585, 
on  obtiendra  pour 

'2,        '4,        '5,        '■; 

les  valeurs  que  détermine  le  Tableau  suivant. 


Tableau  XIV. 

Valeurs  de  h_,  l^,  l-,   /,  déduites  de  la  formule  (87). 


L[±(,-C,_-D,)]. 
L(^T^) 


L[±{i-Ci-Di)l~'-]. 


L(±D,-) 


L(±D,/3  2). 


L(-C,). 
L(/6^).. 


L(+C,/ë2). 


(i-C,-D,-)/T' 

D//3' 

C./ë^ 

/72 


L(/r^). 


L(/rM- 


L(/.-). 


8177967 

1899906 


0077873 


5609104 
325o8i4 


8859918 


8261791 
5999414 


9261205 


6455009 
1899906 


8354915 


I 123235 
325o8i4 


4374049 


1670922 
59994  '  4 


o, 10181 

0,07691 

— 0,00844 


7670336 


0,17028 


23 I i636 


6i558i8 


3844182 


2,423 


-0,06847 
0,27878 
o,o5848 


0,26879 


4212583 


7106292 


2898708 


1,947 


7429214 

1899906 


9829120 


0758024 
8250814 


0893348 
1899906 


2298254 


2642439 
325o8i4 


4008888 


5598784 
5999414 


1598 148 


— 0,08569 
0,25170 
0,14482 


5898253 


2412894 
5999414 


8411808 


o,3io83 


4918288 


74591 19 


2540881 


1,793 


o,  16956 

—0,88844 

0,69871 


0,4 7483 


6765882 


8882691 


1617809 


i,45i 


Ainsi,  en  adoptant  comme  exactes  les  valeurs  de  /<,  4  et  4  repré- 
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sentées  par  le  premier,  le  troisième  et  le  sixième  terme  de  la  suite  (a), 
nous  sommes  conduits,  par  l'application  de  la  formule  (87),  à  rem- 
placer la  suite  dont  il  s'agit  par  cette  autre  suite  de  nombres 

(d)  254t,  2428,  2175,  1947,  1795,  i585,  i45i. 

Si  au  sixième  terme  de  la  suite  (a)  on  substituait  le  sixième  terme 
de  la  suite  (b),  les  nombres  (d)  se  trouveraient,  en  vertu  de  la  for- 
mule (87),  remplacés  par  les  suivants  : 

(e)  2541,  2428,  2175,  1948,  1796,  1587,  1454. 

En  comparant  les  nombres  (d)  et  (e)  aux  nombres  (a)  et  (c),  on 
reconnaît  que,  si  des  deux  suites  (a)  et  (c)  la  première  s'accorde 
moins  bien  avec  les  suites  (d)  et  (e)  dans  le  second,  le  quatrième  et 
le  cinquième  terme,  elle  s'en  rapproche  beaucoup  plus  dans  le  sep- 
tième terme,  dont  la  variation,  quand  on  passe  de  la  suite  (a)  à  la 
suite  (d)  ou  (e),  est  nulle  ou  seulement  égale  à  trois  unités  de  l'ordre 
indiqué  par  le  dernier  chiffre,  et  s'élève  au  contraire  à  treize  unités 
du  même  ordre  lorsqu'on  passe  des  nombres  (c)  aux  nombres  (d). 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  observer  que  les  équa- 
tions (43),  (44)»  (45)  et  (5o)  ont  une  grande  analogie  avec  une  for- 
mule du  même  genre  que  j'ai  donnée  dans  un  Mémoire  lithographie 
sur  l'interpolation,  et  à  l'aide  de  laquelle  on  pourrait  encore  déve- 
lopper aisément  deux  des  trois  quantités 

Q,     s    et    k    ou     /-* 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  troisième. 

§  XII.    —   Sur  les  résultats  que  fournit  l' approximation 
du  premier  ordre. 

Le  Tableau  XI  du  §  XI  fournit  les  valeurs  approchées  de  s'-  que  l'on 
déduit  de  la  formule  (77)  ou  (78),  en  supposant  les  valeurs  de  a,  b, 
c,  Jï  relatives  à  la  solution  de  potasse.  Chacune  de  ces  valeurs  appro- 
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chées  se  compose  de  trois  termes  dont  les  deux  derniers  sont  compa- 
rables aux  valeurs  de  A0^  et  de  A-0,,  c'est-à-dire  aux  différences  finies 
du  premier  et  du  second  ordre;  et  l'on  reconnaît  immédiatement  à 
l'inspection  du  Tableau  XI  (§  XI)  que  le  troisième  terme,  c'est-à-dire 
le  terme  du  second  ordre,  est  toujours  moindre  que  la  centième  partie 
du  premier.  Il  en  est  ainsi  pour  toutes  les  substances,  même  pour 

l'eau,  quoique  le  coefficient  de  - — -r^  soit,  dans  la  première  des  f'or- 

-1         -1  (lo)*-  ^ 

mules  (79),  beaucoup  plus  considérable  que  dans  les  suivantes.  Effec- 

tiver 

duit 


tivement  la  valeur  de  7— — r  relative  à  l'eau  et  au  ravon  H,  ou  le  pro 

(10)'  -  A 


1 , 3442  X  1 , 0996  =z  2,1 5o2, 
a  pour  quatrième  puissance  le  nombre 

21,375, 

et  le  produit  de  ces  derniers  nombres  par  le  coefficient  0,000378, 

savoir 

21,3-5  X  0,0003-3  =  0,00797, 

est  inférieur  à  j^.  Or  ce  produit  représentera  évidemment  le  rapport 
des  termes  proportionnels  à  ^^  et  à  k-  dans  le  trinôme  que  renferme  la 
première  des  formules  (79). 

Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que  les  formules  (79)  et  autres  du 
§  XI  précédent  seront  encore  sensiblement  exactes,  si  l'on  y  néglige 
les  termes  du  second  ordre.  Alors,  en  posant,  pour  abréger, 

on  réduira  la  formule  (7G)  à 

(2)  ^^=9J  =  n{i  —  Mk'-)  =  u—n'k\ 

On  peut  d'ailleurs  établir  directement  cette  dernière  formule  de  la 
manière  suivante. 

Concevons  que  les  vibrations  du  fluide  éthéré  s'exécutent  dans  un 
milieu  où  la  propagation  du  mouvement  reste  la  même  en  tous  sens, 
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et  considérons  un  rayon  dans  lequel  les  déplacements  moléculaires 
soient  parallèles  à  Taxe  des  x.  On  devra,  dans  la  première  des  for- 
mules (iG)  du  §  I,  supposer 

■n=o,        C  =  o, 

et  ^  fonction  des  seules  variables  indépendantes  y,  t.  Donc  cette  for- 
mule donnera  simplement 

(3)  g  =  s[„/"->-^/<.''-'-A|]. 

De  plus,  A;  étant  l'accroissement  de  la  fonction  ^,  correspondant  à 
l'accroissement  Aj  ou  rcos|3  de  la  variable  y,  on  aura,  par  le  théo- 
rème de  Taylor, 

^^ '  ày  1.2       ôy-  i  .2.6     oy^        1.2.0.4  Cy 

En  substituant  la  valeur  précédente  de  M  dans  l'équation  (3),  négli- 
geant les  sommes  qui  renferment  sous  le  signe  S  des  puissances 
impaires  de  cosjîJ,  et  posant,  pour  abréger, 

(îl=sj    ^    [f(/-) +/(/■)  cos^aJcos^l^L 

m  A"*  1 

^;3;^[f(0+/(Ocos^«]cos^[3J, 


r  =  s 


on  obtiendra  la  formule 


(6) 

qui  devient 

(7) 

df^           ôx-           ôx* 

lorsqu'on  réduit  la  série  comprise  dans  le  second  membre  à  ses  deux 
premiers  termes.  Si  d'ailleurs  on  choisit  pour  origine  des  coordon- 
nées un  point  où  les  molécules  d'éther  ne  soient  pas  déplacées  dans 
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le  premier  instant,  ^  devra  s'évanouir  quand  on  supposera  simulta- 
nément 

7  =  0,         t  =  o, 

et  l'on  vérifiera  cette  condition,  ainsi  que  la  formule  (7),  en  posant 

(8)  |  =  asin[A'(7±i20], 

(9)  ^^nzîi  — îl'A^ 

C'est  à  très  peu  près  en  suivant  cette  méthode  que  j'avais  établi  la  for- 
mule (2)  ou  (9)  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
le  14  juin  i83o.  Cette  même  méthode  a  été  publiée,  ainsi  que  les  for- 
mules (7),  (8)  et  (9),  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  M.  de  Férussac 
(t.  XIV,  p.  9,  année  i83o)  (^);  et,  si  elle  a  été  proposée  depuis  dans 
un  article  du  Philosophical  Magazine  (janvier  i836)  comme  propre  k 
simplifier  les  calculs  développés  dans  le  Mémoire  sur  la  dispersion, 
cela  tient  évidemment  à  ce  que  l'auteur  de  l'article  n'avait  point  sous 
les  yeux  le  Tome  XIV  du  Bulletin  ci-dessus  mentionné. 
Lorsque  l'on  considère  le  terme 

comme  une  quantité  dont  le  carré  peut  être  négligé,  on  a 

(10)  I  —  îlA^2_ ^    ^^       \ 

et  l'équation  (2)  ou  (9)  devient 

(11)  ^,^^sin(A-vgâ)^ 

C'est  sous  cette  dernière  forme  que  l'équation  (9)  a  été  présentée  et 
vérifiée  à  l'aide  des  expériences  de  Frauenhofer  par  M.  B.  Powel  dans 
plusieurs  articles  que  renferment  les  Philosophical  Transactions  et  le 
Philosophical  Magazine. 

(1)  OEuvres  de  Cauchj,  S.  II,  T.  II. 
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